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Zusammenfassung

Fiir eine kugelsymmetrische Potenzgesetz-Dichteverteilung p(r) = r~™ (n € R) im dreidimensionalen euklidischen Raum
R3 beweisen wir, dass die pro Kugelschale hinzukommende Masse, dm/dr = 4nr2~™, genau dann vom Radius
unabhingig ist, wenn » = 2 (Satz 1). Der Beweis braucht nicht mehr als den Vergleich der Werte bei Radius 1 und Radius
2.

Sodann stellen wir vier Stellen nebeneinander, an denen derselbe Exponent 2 erscheint. In der Gau3schen Flusserhaltung
und in der Fundamentallésung der Laplace-Gleichung lisst das 72 der Kugeloberfliche 4mr? den Fluss pro Flicheneinheit
und die Feldstirke wie 1/r2 abfallen — dasselbe 72 wie in Satz 1. In der Sicht des Universum-OS wiichst die
Bildpunktzahl eines Bildschirms wie 472, sodass die Datendichte pro Bildpunkt wie 1/72 abfillt. Bertrands Satz (1873)
grenzt die Zentralkrifte, fiir die sich jede gebundene Bahn schliefit, auf zwei ein: die Kraft mit inversem Quadrat und die
Federkraft. Er ist ein Satz der Mechanik, der Kréfte danach auswahlt, ob sich die Bahnen schlieffen, und hier trifft eine

andere Auswahl als die Ausbreitung der Flache beim Kraftexponenten 2 mit den {ibrigen zusammen.

Ferner ist fiir n = 2 die Masse innerhalb der Einheitskugel m = 4, der gesamte Raumwinkel, weil sich 7% und 1/r2
aufheben. Dehnt man dasselbe Integral auf allgemeines 7 aus, so erhdlt man m(n) = 4w/(3 — n); liest man

S =1/(3—n)inm = 4m- S als ,die Zahl der gestapelten Blétter von 47, so zeigt sich eine Modul-Treppe, die durch
27, 4w, 8w, 16w lauft.




Tragweite (scope note): Der Kern dieses Aufsatzes ist Satz 1, und die Rechnung ist elementar. Eine Dichte p o< 72, deren
eingeschlossene Masse wie m(r) o r wiichst, ist in der Astrophysik als singulire isotherme Kugel bekannt — dieser Aufsatz
formuliert sie als den einzigen Exponenten, bei dem der Zuwachs pro Schale nicht vom Radius abhiingt, und stellt sie an
den Ausgangspunkt des Werks. Das Gauf3sche Gesetz, die Fundamentallgsung der Laplace-Gleichung und Bertrands Satz sind
samtlich Standardergebnisse, und die vier Sichtweisen von Abschnitt 3 sind keine vier unabhéngigen Beweise. Gaufl und
Laplace entspringen derselben Kugeloberfliche wie Satz 1, wihrend Bertrands Satz Krifte nach der Bedingung auswihlt,
dass sich die Bahnen schlie3en, und nicht aus der Ausbreitung der Flache folgt (seine zweite Losung, die Federkraft, zeigt
dies). Die Sicht des Universum-OS ist eine Lesart durch Metapher. Um p = 72 als Dichte zu behandeln, sollte man

p = k/r? mit einer Konstanten k der Dimension [M /L] schreiben; m = 4 ist ihr Wert unter der Wahl der Einheiten k = 1
und Radius 1. Es wird kein neues physikalisches Gesetz behauptet. Was dieser Aufsatz hinzufiigt, ist, dass eine einzige
Bedingung — gleichférmiger Zuwachs pro Schale — den Exponenten auf 2 festlegt; dass er, indem er die verschiedenen
GroBlen nebeneinanderstellt, in denen diese 2 erscheint (Massendichte, Fluss, Feldstirke und Kraft), jene, die aus demselben
72 stammen, von der einen trennt, die aus einer anderen Auswahl stammt; und dass die Ausdehnung desselben Integrals auf

allgemeines n die Treppe m(n) = 4w/(3 — n) und die Blattzahl S = 1/(3 — n) liefert.

1. Problemstellung

Definition 1 (Geometrischer Rahmen)

Wir betrachten eine kugelsymmetrische Potenzgesetz-Dichteverteilung p(x) = p(r) = r~™ im dreidimensionalen
euklidischen Raum R3, wobei r = |x| > 0 und n € R. In Kugelkoordinaten (7, 8, ) lautet das Volumenelement

dV = r?sin 0 drdfdep.

Definition 2 (Massenzuwachsrate der Kugelschale)

Definiert man die innerhalb einer Kugel vom Radius » eingeschlossene Gesamtmasse als

m(r) = [y p(r') - 4wr'dr’, so ist die Massenzuwachsrate pro Schale beim Radius 7 definiert als

dm .
E(r) = 4mr’p(r) = 4nr? ",




Definition 3 (Gleichformigkeitsbedingung / Skaleninvarianz)

Der Zustand, in dem die Massenzuwachsrate der Schale einen konstanten Wert C' > 0 bei jedem Radius

r € (0, 00) annimmt, wird als ,,Gleichformigkeitsbedingung* bezeichnet.

2. Hauptsatz: Eindeutigkeit von n = 2 (analytischer Beweis)

Satz 1 (Eindeutigkeit von n = 2)

Sei p(r) = r~™ (n € R). Die Massenzuwachsrate der Kugelschale dm/dr(r) = 47r2~™ ist genau dann eine

konstante Funktion auf (0, 00), wenn n = 2.

Lemma 1 (Konstanz von Potenzfunktionen)

Fiir & € R ist die Funktion f(r) = r* genau dann konstant auf (0, 00), wenn o = 0.

Beweis von Lemma 1

Hinlinglichkeit (@« = 0 = f ist konstant): Ist & = 0, so gilt f(r) = r® = 1 identisch.

Notwendigkeit (f konstant = a = 0): Wir beweisen die Kontraposition. Angenommen « # 0. Vergleicht man die
Werte bei r = 1und r = 2: f(1) = 1@ = 1, f(2) = 2. Die Exponentialfunktion g(a) = 2% = e*®2 ist auf R streng
monoton wachsend, da In2 > 0. Daher gilt ¢ £ 0 = 2* #£ 2% =1 = f(2) # f(1), sodass f(r) nicht konstant ist.

Beweis von Satz 1

Die Massenzuwachsrate der Schale ist dm/dr = 47r2=™. Da 4w > 0, ist die Konstanz von dm/dr dquivalent zur
Konstanz von r2=™ auf (0, 00). Nach Lemma 1 gilta =2 —n =0 <= n = 2. Firn = 2 istdm/dr = 477’ = 4~

(konstant).




3. Vier Stellen, an denen der Exponent 2 erscheint

3.1 Der Gaulische Weg — Geometrie und Flusserhaltung

Im dreidimensionalen Raum betrigt die Oberfliche einer Kugel vom Radius 7 gerade S(r) = 4mr?. Tritt ein erhaltener
Fluss ®4ota1 vom Zentrum aus in alle Richtungen aus, so féllt der Fluss pro Flacheneinheit j(r) umgekehrt zum Anwachsen

der Oberfldche ab:

oy Protal  Prota 1
j(r) =

S(r)  4mr? P

Das hier wirkende 72 ist dasselbe 72 der Kugeloberfliche wie jenes in dm/dr = 4mr?p von Satz 1.

3.2 Der Laplace-/Greensche Weg — Potentialtheorie und die Fundamentallosung

Im freien dreidimensionalen Raum ist die Fundamentallosung (Greensche Funktion) der Laplace-Gleichung V2@ = 0 fiir

eine Punktquelle ®(r) o< 1/r. Bildet man ihren Gradienten, so ist die Feldstirke

0P , 1.,
—Véz —ETOC ﬁr

Das 1/r der Fundamentalldsung ist selbst dadurch festgelegt, dass der Fluss der Punktquelle die Kugel vom Radius

durchsetzt; seine Wurzel ist also dieselbe wie die des Gauflschen Weges.

3.3 Der Universum-OS-Weg — Informationsdichte und Rendering-Bandbreite

Betrachtet man das Universum als informationsverarbeitendes System (OS), so wichst die Bildpunktzahl eines
Anzeigebildschirms (UT) vom Radius 7 proportional zur Oberfliche 47rr2. Um die gesamte Rendering-Last und die
Kommunikationsbandbreite konstant zu halten (ein Ausdiinnungsprozess), muss die Datendichte p(r) pro Bildpunkt

umgekehrt proportional zur Ausdehnung des Bildschirms sein:
2 1
Gesamtlast = p(r) x (47r°) = Const. <= p(r) x —
r

Dies formuliert die Bedingung von Satz 1, ,,4mr2p ist konstant®, in der Sprache des Renderings um.

3.4 Der Bertrandsche Weg — Kriifte, deren Bahnen sich schlieen

Nach Bertrands Satz (1873) schlieft sich unter den Zentralkraftfeldern jede gebundene Bahn nur dann, wenn das Potential
V(r) oc P den Wert B = —1 (die Kraft mit inversem Quadrat F' oc 1/r2) oder B = 2 (die Federkraft F o r, der
harmonische Oszillator) hat. Dass sich die Bahnen unter der Kraft mit inversem Quadrat schlieen, liegt daran, dass neben
dem Drehimpuls eine weitere GroB3e erhalten ist — der Laplace—Runge—Lenz-Vektor —, eine verborgene Symmetrie, die

nur n = 2 eigen ist (Aufsatz 79).



Das Kriterium, nach dem dieser Satz auswéhlt, ist, ob sich die Bahnen schliefen. Es folgt nicht aus der Ausbreitung der
Kugeloberflaiche — seine zweite Losung, die Federkraft, wird ohne jeden Bezug auf die Flusserhaltung ausgewéhlt. Dass
die Kraft um eine Punktmasse im dreidimensionalen Raum ein inverses Quadrat ist (GauB3scher Weg) und dass sich die
Bahnen unter der Kraft mit inversem Quadrat schlieBen (Bertrand), sind zwei getrennte Auswahlen, die sich beim

Kraftexponenten 2 treffen.

Die 2 hier ist der Exponent der Kraft, nicht der Exponent der Massendichte in Satz 1. Fiir eine Verteilung, deren

Massendichte selbst p = k/r2 ist, ist die eingeschlossene Masse proportional zum Radius, sodass die Kraft wie 1/r geht:

p(r)zi2 = m(r) =4rkr = F(r) = Gm—(;')u x 1
T T r

(p ist die Masse des Probeteilchens). Diese Kraft ist keine der beiden Losungen Bertrands.

3.5 Wie die vier Sichtweisen zusammenhiingen

Von den vieren gewinnen die drei Wege von GauB, Laplace und dem Universum-OS 1/r2 aus derselben Kugeloberfliche
47rr? wie Satz 1. Allein Bertrand wihlt nach einem anderen Kriterium — dem Schliefen der Bahnen — und stoBt beim
Kraftexponenten 2 zu ihnen. Der Exponent 2 erscheint an vier Stellen, aber was er zdhlt, ist jedes Mal verschieden:

Massendichte, Fluss, Feldstiarke und Kraft.

4. Mehrfachintegral-Beweis der Grenzmasse m = 4m

Satz 2 (Aufhebung zur Grenzmasse m = 4x)

Firn = 2, d. h. p(r) = 1/r?, hebt sich bei der Gesamtmasse m iiber die Einheitskugel Q = {x € R? | |x| < 1}

die Abstandsabhéngigkeit auf, und sie ist gleich dem gesamten Raumwinkel 4.

Beweis.

2 ™ 1
m:/// p(x)de/ dcp/ sin0d0/ (%)rzdr=1-2-27r=47r.
Q 0 0 0 \T

5. m(n) als Modul-Treppe

Fiihrt man das obige Integral fiir ein allgemeines n aus, so betrdgt die Gesamtmasse innerhalb der Einheitskugel



1
m(n) = /dQ/O r2dr = 34_—7rn (n < 3).

Lost man nach demjenigen n auf, bei dem m einen Modulwert 2%z annimmt, so erhilt man die geschlossene Form

n=3-2%"]|
Modul n m
2w 1 6.2832
4 2 12.5664
8w 5/2 25.1327
167 11/4 50.2655

Das heiBt: Eine einzige Familie m(n) = 34_—7rn erzeugt die Modul-Treppe, und der Exponent 72 wihlt aus, auf welchem

Modul sie landet.

5.1 Blattzahl-Darstellung: 3 — n ist der Kehrwert der Blattzahl

Schreibt man das Obige als m = 47 - S, so ergibt sich

S = d\h. 3-n=

1
<

Liest man S als ,,wie viele Blitter von 47 gestapelt sind, so nimmt die Treppe die folgende Form an.

Deutung

0 3 1/3 4r/3 Volumen der Einheitskugel

1 2 1/2 2r Hilfte von 4m

2 1 1 4 Ein Blatt von 4

5/2 1/2 2 8w Zwei Blitter von 4 (Vorder- und Riickseite)
11/4 1/4 4 167 Vier Blitter von 47

23/8 1/8 8 327 Acht Blitter von 4



Der Exponent n bestimmt die Anzahl der iibereinanderliegenden Blitter. In dieser Darstellung ist n = 2 der Fall

»genau ein Blatt®.

Die Treppenglieder 2, 4, 87 stimmen mit den Konstanten iiberein, die das Werk als Module behandelt hat (Aufsatz 13).

5.2 Warum 16«2 nicht auf dieser Treppe liegt

Aufsatz 13 fiihrt auch 16w? als Modul auf, doch es liegt auBerhalb dieser Familie. In Blittern ausgedriickt,

_ 1672

s 47

= 47 = 12.566.. .,

sodass die Blattzahl selbst 7 enthilt und keine ganze Zahl von Blittern ist. Mit anderen Worten: 1672 ist keine Grofe,

die durch Stapeln von 47 erreichbar ist.
Der Unterschied zwischen 167 und 1672

e 167 = 4w x 4 — Stapelung (vier Blitter). Es ist ein Glied dieser Treppe.
o 167% = 47 x 47 — Produkt (cin direktes Produkt von Raumwinkeln). Es liegt nicht auf dieser Treppe.
Die beiden unterscheiden sich nicht nur numerisch, sondern in der Erzeugungsregel. 1672 entspringt dem direkten Produkt

(4m)? oder der Normierung eines topologischen Index (Aufsitze 29 und 32) usw. — einer anderen Abstammung. GroBen

verschiedenen Ursprungs nicht in derselben Familie zu zéhlen, ist die Disziplin von Aufsatz 48.

5.3 Eine offene Frage: der Ursprung des Faktors 2

S = 2 (8m) wird in diesem Werk als ,,zwei Blitter, Vorder- und Riickseite* gelesen. Andererseits hat der Faktor 2 im 8 der
Einstein-Gleichung Gy, = 8wG T}, einen konkreten Ursprung im Newtonschen Grenzfall, Gog — 2V2® (der aus der

Linearisierung und der Spurumkehr entsteht, die zur Ubereinstimmung mit V2® = 4wGp erforderlich sind).

Ob diese beiden ,,2 einen gemeinsamen Ursprung haben, wird in diesem Aufsatz nicht entschieden. Findet sich ein Weg,
der sie verbindet, so wird daraus eine Behauptung; wenn nicht, bleibt es ein numerischer Zufall. Wir lassen es als offene

Frage stehen.

6. Fazit

Dieser Aufsatz hat Folgendes gezeigt.

1. Die Massenzuwachsrate der Kugelschale dm/dr = 4nr?~™ ist auf (0, o) nur fiir n = 2 konstant (Satz 1).



2. Der Exponent 2 erscheint an vier Stellen: in der GauBschen Flusserhaltung, in der Fundamentallosung der Laplace-
Gleichung, in der Bandbreitengrenze der Informationsdichte und in Bertrands Satz. Die ersten drei entspringen
derselben Kugeloberflache wie Satz 1; Bertrand gelangt durch eine andere Auswahl, die Bedingung, dass sich die

Bahnen schlieBen, zum Kraftexponenten 2.

3. Fiir n = 2 ist die Masse innerhalb der Einheitskugel m = 4, d. h. sie stimmt mit dem gesamten Raumwinkel

iiberein. Im Allgemeinen ist m(n) = ;_—’rn , und » wihlt den Landepunkt auf der Modul-Treppe.

Eine einzige Bedingung — dass der Zuwachs pro Schale nicht vom Radius abhéngt — legt den Exponenten auf 2 fest.

Dehnt man dasselbe Integral in 7 aus, so kommt eine Treppe in Sicht, die z&hlt, wie viele Blitter von 47 gestapelt sind.

Revisionsprotokoll

Zweite Auflage (September 2026): Die Form wurde an die aktuelle Vorlage angeglichen (eine Tragweite-Anmerkung direkt
nach der Zusammenfassung, und DOIs bei den Verweisen auf das Werk). Der Bertrand-Abschnitt in Abschnitt 3 wurde neu
geschrieben — die erste Auflage beschrieb Bertrands Satz als ,,aus derselben Tatsache folgend, dass die Kugeloberflache wie
72 wichst* und als ,die dynamische Notwendigkeit dafiir, dass ein Himmelssystem stabil fortbesteht®, wiahrend der Satz ein
Satz der Mechanik ist, der die Krifte auswihlt, deren Bahnen sich schlieBen. Der Titel von Bertrand (1873) und der Verlag
von Carr (1886) in der Literatur wurden berichtigt. Die Namen der Winkelvariablen im Beweis von Abschnitt 4 wurden an die

Definition in Abschnitt 1 angeglichen.
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