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Resumen

Para una distribucion de densidad de ley de potencias con simetria esférica p(r) = r~™ (n € R) en el espacio euclideo
tridimensional R3, demostramos que la masa afiadida por capa esférica, dm/dr = 4nr?~—™", es independiente del radio 7 si 'y

solo sin = 2 (Teorema 1). La demostracion no necesita mas que comparar los valores en el radio 1y en el radio 2.

A continuacion ponemos lado a lado cuatro lugares donde aparece el mismo exponente 2. En la conservacion del flujo de
Gauss y en la solucién fundamental de la ecuacion de Laplace, el 72 del area de la superficie esférica 4arr? hace que el flujo
por unidad de drea y la intensidad del campo decaigan como 1/72 — el mismo r? que en el Teorema 1. En la vision del OS
del Universo, el mimero de pixeles de una pantalla crece como 4772, de modo que la densidad de datos por pixel decae
como 1/72. El teorema de Bertrand (1873) reduce a dos las fuerzas centrales para las que toda érbita acotada se cierra: la
fuerza del inverso del cuadrado y la fuerza de un resorte. Es un teorema de la mecéanica que selecciona fuerzas segun si las
orbitas se cierran, y aqui una seleccion distinta de la expansion del area se encuentra con las demas en el exponente de la

fuerza 2.

Ademas, cuando n = 2 la masa dentro de la bola unidad es m = 4, el angulo sélido total, porque % y 1/72 se cancelan.
Extendiendo la misma integral a un n general se obtiene m(n) = 47/(3 — n); leyendo S=1/(83 —n)enm =4x - S

como «el numero de hojas de 47 apiladasy», aparece una escalera de médulos que recorre 27, 4, 8, 16m7.




Alcance (scope note): El nticleo de este articulo es el Teorema 1, y el calculo es elemental. Una densidad p oc 772, cuya masa
encerrada crece como m(r) o 7, se conoce en astrofisica como la esfera isoterma singular; este articulo la enuncia como el
unico exponente para el que el crecimiento por capa no depende del radio y la situa en el punto de partida del corpus. La
ley de Gauss, la solucion fundamental de la ecuacion de Laplace y el teorema de Bertrand son todos resultados estandar, y las
cuatro visiones de la Seccion 3 no son cuatro demostraciones independientes. Gauss y Laplace provienen de la misma area de
la superficie esférica que el Teorema 1, mientras que el teorema de Bertrand selecciona fuerzas por la condicion de que las
orbitas se cierren y no se sigue de la expansion del area (su segunda solucion, la fuerza de un resorte, lo muestra). La vision

2 como densidad hay que escribir p = k/r? con una

del OS del Universo es una lectura mediante metafora. Para tratar p = 7~
constante k de dimension [M/L]; m = 4 es su valor bajo la eleccion de unidades k = 1y radio 1. No se afirma ninguna ley
fisica nueva. Lo que este articulo afiade es que una sola condicion — el crecimiento uniforme por capa — fija el exponente
en 2; que, al poner lado a lado las distintas magnitudes en las que aparece este 2 (densidad de masa, flujo, intensidad del

campo y fuerza), separa las que provienen del mismo 2 de la que proviene de una seleccion distinta; y que extender la misma

integral a un n general produce la escalera m(n) = 4w/(3 — n) y el nimero de hojas § = 1/(3 — n).

1. Formulacion del problema

Definicion 1 (Planteamiento geométrico)

Consideremos una distribucion de densidad de ley de potencias con simetria esférica p(x) = p(r) = r~™ en el
espacio euclideo tridimensional R3, donde » = |x| > 0y n € R. En coordenadas esféricas (r, 8, @), el elemento

de volumen es dV = r? sin  drdfdep.

Definicién 2 (Tasa de crecimiento de masa de la capa esférica)

Definiendo la masa total encerrada dentro de una esfera de radio 7 como m(r) = fi p(r') - 4wr”dr’, la tasa de

crecimiento de masa por capa en el radio r se define como

cfi—T(r) = 4dnr?p(r) = 4nr? .




Definicion 3 (Condicion de uniformidad / invariancia de escala)

El estado en que la tasa de crecimiento de masa de la capa toma un valor constante C' > 0 en todo radio

r € (0, 00) se denomina «condicion de uniformidad.

2. Teorema principal: unicidad de n = 2 (demostracion analitica)

Teorema 1 (Unicidad de n = 2)

Sea p(r) = r~™ (n € R). La tasa de crecimiento de masa de la capa esférica dm/dr(r) = 4nr?™™ es una funcién

constante en (0, 00) siy solo sin = 2.

Lema 1 (Constancia de las funciones potencia)

Para a € R, la funcién f(r) = r® es constante en (0, 00) siy solo si a = 0.

Demostracion del Lema 1

Suficiencia (& = 0 == f es constante): si a = 0, entonces f(r) = r° = 1 idénticamente.
Necesidad (f constante = a = 0): demostramos el contrarreciproco. Supongamos & 7 0. Comparando los valores en
r=1yr=2: f(1) =1* =1, f(2) = 2% La exponencial g(a) = 2* = e*™2 ¢s estrictamente creciente en R puesto que

In2>0.Portantoa #0 = 2% #2°=1 = f(2) # f(1), de modo que f(r) no es constante.

Demostracion del Teorema 1

La tasa de crecimiento de masa de la capa es dm/dr = 4wr?™. Como 47 > 0, que dm/dr sea constante equivale a que
72" sea constante en (0,00). Porel Lema 1, =2 —n =0 <= n = 2. Cuando n = 2, dm/dr = 47’ = 4w

(constante).




3. Cuatro lugares donde aparece el exponente 2

3.1 La via de Gauss — geometria y conservacion del flujo

En el espacio tridimensional, el area de la superficie de una esfera de radio 7 es §(r) = 4nr2. Cuando un flujo conservado
®ota1 sale del centro en todas las direcciones, el flujo por unidad de area j(r) decae en proporcion inversa al crecimiento

del area:

oy Protal  Prota 1
j(r)

S(r)  4mr2 P

El r? que actia aqui es el mismo 72 del 4rea de la superficie esférica que el de dm/dr = 4mr?p del Teorema 1.

3.2 La via de Laplace / Green — teoria del potencial y la solucion fundamental

En el espacio libre tridimensional, la solucién fundamental (funcién de Green) de la ecuacién de Laplace V2@ = 0 para

una fuente puntual es ®(r) o< 1/r. Tomando su gradiente, la intensidad del campo es

0P , 1.,
—Véz —ETOC ﬁr

El 1/7 de la solucion fundamental esta fijado a su vez por el flujo de la fuente puntual que atraviesa la esfera de radio 7, asi

que su raiz es la misma que la de la via de Gauss.

3.3 La via del OS del Universo — densidad de informacion y ancho de banda de renderizado

Si se considera el universo como un sistema de procesamiento de informacion (OS), el nimero de pixeles de una pantalla
(UI) de radio 7 crece en proporcién al area 4arr2. Para mantener constantes la carga total de renderizado y el ancho de banda
de comunicacion (un proceso de descarte), la densidad de datos p(r) por pixel debe ser inversamente proporcional a la
extension de la pantalla:

1
Carga total = p(r) x (47r?) = Const. <= p(r) —
r

Esto reformula la condicion del Teorema 1, «4ar2p es constante», en el lenguaje del renderizado.

3.4 La via de Bertrand — fuerzas cuyas orbitas se cierran

Por el teorema de Bertrand (1873), entre los campos de fuerzas centrales, toda 6rbita acotada se cierra solo cuando el
potencial V(r) oc 7P tiene B = —1 (la fuerza del inverso del cuadrado F oc 1/r%) 0 8 = 2 (la fuerza de un resorte F o< 7, el
oscilador armonico). La razén por la que las orbitas se cierran bajo la fuerza del inverso del cuadrado es que, ademas del
momento angular, se conserva una magnitud mas — el vector de Laplace-Runge—Lenz —, una simetria oculta propia de

n = 2 (Articulo 79).



El criterio con el que selecciona este teorema es si las drbitas se cierran. No se sigue de la expansion del area de la
superficie esférica: su segunda solucidn, la fuerza de un resorte, se selecciona sin referencia alguna a la conservacion del
flujo. Que la fuerza alrededor de una masa puntual en tres dimensiones sea del inverso del cuadrado (via de Gauss) y que
las oOrbitas se cierren bajo la fuerza del inverso del cuadrado (Bertrand) son dos selecciones separadas que se encuentran

en el exponente de la fuerza 2.

El 2 de aqui es el exponente de la fuerza, no el exponente de la densidad de masa del Teorema 1. Para una distribucion cuya

densidad de masa es ella misma p = k/r2, la masa encerrada es proporcional al radio, de modo que la fuerza va como 1/r:

p(r)zi2 = m(r) =4rkr = F(r) = Gm—(;')u x 1
T T r

(p es la masa de la particula de prueba). Esta fuerza no es ninguna de las dos soluciones de Bertrand.

3.5 Como se relacionan las cuatro visiones

De las cuatro, las tres vias de Gauss, de Laplace y del OS del Universo obtienen 1/r? de la misma 4rea de la superficie
esférica 47?2 que el Teorema 1. Solo Bertrand selecciona con un criterio distinto — el cierre de las 6rbitas — y se une a
ellas en el exponente de la fuerza 2. El exponente 2 aparece en cuatro lugares, pero lo que cuenta es distinto cada vez:

densidad de masa, flujo, intensidad del campo y fuerza.

4. Demostracion por integral miltiple de la masa limite m = 4m

Teorema 2 (Cancelaciéon hacia la masa limite m = 4m)

Cuando n = 2, es decir, p(r) = 1/r?, la masa total m sobre la bola unidad 2 = {x € R® | |x| < 1} ve cancelada

su dependencia de la distancia y es igual al angulo solido total 4.

Demostracion.

2 ™ 1
m:/// p(x)de/ dcp/ sin0d0/ (%)rzdr=1-2-27r=47r.
Q 0 0 0 \T

5. m(n) como escalera de médulos

Realizando la integral anterior para un n general, la masa total dentro de la bola unidad es



1 4T
m(n) = /dﬂ/ P2 dr = —— (n < 3).
0 3—n
Despejando el n para el que m toma un valor de médulo 27 se obtiene la forma cerrada

[n=3-27+]

Moédulo n m

2w 1 6.2832
4 2 12.5664
8w 5/2 25.1327
16w 11/4 50.2655

Es decir, una sola familia m(n) = 34_—7'n genera la escalera de médulos, y el exponente n selecciona en qué modulo

aterriza.

5.1 Representacion por numero de hojas: 3 — n es el reciproco del nimero de hojas

Escribiendo lo anterior como m = 4= - S se obtiene

1
S=3—n es decir 3—n=§.

Leyendo S como «cuantas hojas de 47 estan apiladas», la escalera toma la forma siguiente.

Lectura

0 3 1/3 47 /3 Volumen de la bola unidad

1 2 1/2 2 Mitad de 4

2 1 1 4 Una hoja de 47

5/2 1/2 2 8w Dos hojas de 47 (anverso y reverso)
11/4 1/4 4 16 Cuatro hojas de 4

23/8 1/8 8 327 Ocho hojas de 47



El exponente n determina el niimero de hojas superpuestas. En esta representacion, n = 2 es el caso de «exactamente

una hojay.

Los términos de la escalera 2, 41, 8 coinciden con las constantes que el corpus ha tratado como médulos (Articulo 13).

5.2 Por qué 1672 no esta en esta escalera

El Articulo 13 también enumera 1672 como modulo, pero queda fuera de esta familia. Expresado en hojas,

_ 1672

s 47

= 47 = 12.566.. .,

de modo que el propio nimero de hojas contiene 7 y no es un nimero entero de hojas. Dicho de otro modo, 1672 no es

una magnitud alcanzable apilando 4.
La distincién entre 16wy 1672

e 167 = 4w x 4 — apilamiento (cuatro hojas). Es un término de esta escalera.

o 167% = 47 x 4w — producto (un producto directo de angulos solidos). No esta en esta escalera.

Ambos difieren no solo numéricamente sino en la regla de generacion. 16w procede del producto directo (4)2, o de la
normalizacion de un indice topoldgico (Articulos 29 y 32), etc. — otro linaje. No contar en la misma familia magnitudes de

origen distinto es la disciplina del Articulo 48.

5.3 Una pregunta abierta: el origen del factor 2

S = 2 (8) se lee en este corpus como «dos hojas, anverso y reverso». Por otra parte, el factor 2 del 87 de la ecuacion de
Einstein G, = 87G T),, tiene un origen concreto en el limite newtoniano, Gy — 2V2® (que surge de la linealizacién y

de la inversion de traza necesarias para coincidir con V2@ = 4wGp).

Si estos dos «2» comparten origen no se decide en este articulo. Si se encuentra un camino que los conecte, se convierte en

una afirmacion; si no, sigue siendo una coincidencia numérica. Lo dejamos como pregunta abierta.

6. Conclusion

Este articulo ha mostrado lo siguiente.

1. La tasa de crecimiento de masa de la capa esférica dm/dr = 4mr?~" es constante en (0, 0o) solo para n = 2 (Teorema

1.



2. El exponente 2 aparece en cuatro lugares: la conservacion del flujo de Gauss, la solucién fundamental de la ecuacion
de Laplace, el limite de ancho de banda de la densidad de informacion y el teorema de Bertrand. Los tres primeros
provienen de la misma 4rea de la superficie esférica que el Teorema 1; Bertrand llega al exponente de la fuerza 2 por

una seleccion distinta, la condicion de que las orbitas se cierren.

3. Cuando n = 2, la masa dentro de la bola unidad es m = 4, es decir, coincide con el angulo solido total. En general

m(n) = 34_—"n, y 1 selecciona el punto de aterrizaje en la escalera de modulos.

Una sola condiciéon — que el crecimiento por capa no dependa del radio — fija el exponente en 2. Extender la misma

integral en 1 deja ver una escalera que cuenta cuantas hojas de 47 estan apiladas.

Registro de revisiones

Segunda edicion (septiembre de 2026): La forma se ajusto a la plantilla actual (una nota de alcance situada justo después del
resumen, y DOI afiadidos a las referencias del corpus). Se reescribi6 el apartado de Bertrand de la Seccion 3: la primera
edicion describia el teorema de Bertrand como «consecuencia del mismo hecho de que el area esférica crece como r2» y
como «la necesidad dindmica para que un sistema celeste persista de forma estable», mientras que el teorema es un teorema
de la mecanica que selecciona las fuerzas cuyas orbitas se cierran. Se corrigieron el titulo de Bertrand (1873) y la editorial de
Carr (1886) en las referencias. Los nombres de las variables angulares en la demostracion de la Seccion 4 se ajustaron a la

definicion de la Seccion 1.
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