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From thinking to syncing.

摘要

对于球对称的幂律密度分布 （ ），在三维欧几里得空间  中，我们证明：每个球壳所增加的质

量  与半径  无关，当且仅当 （定理 1）。证明只需比较半径  与半径  处的值。

接着，我们把同一个指数  出现的四个地方并列起来。在高斯的通量守恒和拉普拉斯方程的基本解中， （球面
积  的增长）使单位面积的通量与场强按  衰减——这与定理 1 中的  是同一个。在宇宙OS的观点中，屏

幕的像素数按  增长，因此每个像素的数据密度按  衰减。贝特朗定理（1873）把使一切有界轨道闭合的

有心力缩小到两种：平方反比力与弹簧力。这是一条按轨道是否闭合来选择力的力学定理；在这里，一种不同于

面积扩展的选择，在力的指数  处与其余几条会合。

此外，当  时，单位球内的质量为 ，即总立体角，因为  与  相互抵消。把同一积分推广到一般

的 ，得到 ；把  在  中读作“叠放的  的张数”，便会出现一条经过

 的模块阶梯。

本文的射程（scope note）：本文的核心是定理 1，计算是初等的。密度  所包含的质量按  增长，在
天体物理中被称为奇异等温球——本文把它表述为每层增长不依赖于半径的唯一指数，并将其置于本体系的出发
点。高斯定律、拉普拉斯方程的基本解和贝特朗定理都是标准结果，第 3 节的四种观点并不是四个独立的证明。高

斯与拉普拉斯来自与定理 1 相同的球面积，而贝特朗定理是按轨道闭合这一条件来选择力的，并不由面积的扩展推

出（其第二个解——弹簧力——表明了这一点）。宇宙OS的观点是一种借助隐喻的解读。若要把  当作密度

来处理，应写成 ，其中常数  的量纲为 ；  是在单位选择 、半径  之下的值。本文不主
张任何新的物理定律。本文所增添的是：单一条件——每层均匀增长——把指数固定为 ；通过把这个  所出现的

各个不同的量（质量密度、通量、场强与力）并列起来，把来自同一个  的那些与来自另一种选择的那一个区分开

来；以及把同一积分推广到一般的 ，得到阶梯  与张数 。
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1. 问题的提出

定义 1（几何设定）

考虑球对称幂律密度分布 ，它位于三维欧几里得空间  中，其中 ，
。在球坐标  中，体积元为 。

定义 2（球壳质量增长率）

把半径为  的球内所包含的总质量定义为 ，则半径  处每层的质量增长率定义为

定义 3（均匀性条件／尺度不变性）

壳层质量增长率取常数值 ，且对一切半径  都如此，这一状态称为“均匀性条件”。

2. 主定理：  的唯一性（解析证明）

定理 1（  的唯一性）

设 （ ）。球壳质量增长率  是  上的常函数，当且仅当 。

引理 1（幂函数的常值性）

对 ，函数  在  上为常数，当且仅当 。



引理 1 的证明

充分性（  为常数）：若 ，则  恒成立。
必要性（  为常数 ）：证明其逆否命题。设 。比较  与  处的值： ，

。指数函数  在  上严格递增，因为 。因此
，故  不是常数。

定理 1 的证明

壳层质量增长率为 。由于 ，  为常数等价于  在  上为常数。由引理 1，
。当  时， （常数）。

3. 指数  出现的四个地方

3.1 高斯之路——几何与通量守恒

在三维空间中，半径为  的球面积为 。当守恒通量  从中心向各个方向发出时，单位面积的通量
 与面积的增长成反比地减小：

这里起作用的 ，就是球面积的那个 ，与定理 1 的  中的相同。

3.2 拉普拉斯／格林之路——势论与基本解

在三维自由空间中，拉普拉斯方程  对点源的基本解（格林函数）为 。取其梯度，场强为

基本解的  本身就是由点源的通量穿过半径为  的球面所决定的，因此它的根与高斯之路相同。

3.3 宇宙OS之路——信息密度与渲染带宽

把宇宙看作一个信息处理系统（OS），半径为  的显示屏（UI）的像素数与面积  成正比地增长。为使总渲染
负荷与通信带宽保持恒定（一种剔除过程），每个像素的数据密度  必须与屏幕的扩展成反比：

这是用渲染的语言重述定理 1 的条件“  为常数”。

总负荷



3.4 贝特朗之路——轨道闭合的力

根据贝特朗定理（1873），在有心力场中，只有当势  满足 （平方反比力 ）或 

（弹簧力 ，即谐振子）时，一切有界轨道才会闭合。平方反比力下轨道之所以闭合，是因为除角动量之外
还有一个量守恒——拉普拉斯–龙格–楞次矢量——这是  所特有的隐藏对称性（论文79）。

这条定理据以选择的标准是轨道是否闭合。它并不由球面积的扩展推出——其第二个解弹簧力的选出，与通量守
恒毫无关系。三维空间中点质量周围的力为平方反比（高斯之路），与平方反比力下轨道闭合（贝特朗），是在力
的指数  处会合的两个各自独立的选择。

这里的  是力的指数，而不是定理 1 中质量密度的指数。对于质量密度本身为  的分布，所包含的质量与
半径成正比，因此力按  变化：

（  为试验粒子的质量）。这个力不是贝特朗两个解中的任何一个。

3.5 四种观点之间的关系

四者之中，高斯、拉普拉斯与宇宙OS三条路所得到的 ，都来自与定理 1 相同的球面积 。只有贝特朗按
另一条标准——轨道的闭合——进行选择，并在力的指数  处与它们会合。指数  出现在四个地方，但它每次所
计数的东西各不相同：质量密度、通量、场强与力。

4. 极限质量  的多重积分证明

定理 2（抵消为极限质量 ）

当 ，即  时，总质量  在单位球  上对距离的依赖被抵消，等于总
立体角 。

证明.



5. 作为模块阶梯的 

对一般的  进行上述积分，单位球内的总质量为

求出这样的 ：在该处  取模块值 。于是得到闭式

模块

也就是说，单一族  生成模块阶梯，而指数  选择它落在哪一个模块上。

5.1 张数表示：  是张数的倒数

把上式写成 ，得到

把  读作“叠放了多少张 ”，阶梯呈如下形式。

即



解读

单位球的体积

 的一半

一张 

两张 （正面与背面）

四张 

八张 

指数  决定重叠的张数。在这种表示中，  是“恰好一张”的情形。

阶梯中的项  与本体系作为模块处理过的常数一致（论文13）。

5.2 为什么  不在这条阶梯上

论文13 也把  列为模块，但它位于这个族之外。以张数表示，

所以张数本身含有 ，不是整数张。换言之，  不是通过叠放  所能到达的量。

 与  的区别：

 — 叠放（四张）。它是这条阶梯上的一项。

 — 乘积（立体角的直积）。它不在这条阶梯上。

二者不仅数值不同，生成规则也不同。  来源于直积 ，或拓扑指标的归一化（论文29 与 32）等——属于
另一个谱系。不把起源不同的量算在同一个族里，是论文48 的规矩。

5.3 一个开放问题：因子 2 的起源

（ ）在本体系中读作“两张，正面与背面”。另一方面，  中的因子 2——即爱因斯坦方程 

里的那个——有着在牛顿极限  中的具体来源（它来自为与  相符而需要的线性化与迹反
转）。

这两个“2”是否同源，本文不作判定。若找到连接二者的路径，它就成为一个主张；若找不到，它仍是数值上的巧
合。我们把它作为开放问题留下。



6. 结论

本文表明了以下几点。

1. 球壳质量增长率  在  上为常数，仅当 （定理 1）。

2. 指数  出现在四个地方：高斯的通量守恒、拉普拉斯方程的基本解、信息密度的带宽限制，以及贝特朗定
理。前三者来自与定理 1 相同的球面积；贝特朗则通过另一种选择——轨道闭合的条件——到达力的指数 

。

3. 当  时，单位球内的质量为 ，即与总立体角一致。一般地 ，而  选择在模块阶梯上
的落点。

单一条件——每层的增长不依赖于半径——把指数固定为 。把同一积分沿  推广，便看见一条计数叠放了多少
张  的阶梯。

修订记录

第二版（2026 年 9 月）：按现行模板调整了格式（在摘要之后紧接射程注记，并为本体系的参考文献补上 DOI）。改

写了第 3 节中贝特朗一项——第一版把贝特朗定理描述为“源于球面积按  增长这同一事实”以及“天体系统稳定存

续的动力学必然”，而该定理是一条选择轨道闭合之力的力学定理。更正了参考文献中贝特朗（1873）的标题与

Carr（1886）的出版者。使第 4 节证明中的角变量名称与第 1 节的定义一致。
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