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元は 4 だけである

— 5・6 次元は PL と微分が一致する範囲と h-同境定理の範囲の重なりに入って微分まで決まり、4 次

元は前者にだけ入る — 分離子は、次元が 6 以下か 5 以上か — [論文1003]
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要旨

ポアンカレ予想は「n 次元の球面とホモトピー同値な閉多様体は球面か」を問うが、「球面と同じ」を位相

（TOP）・区分線形（PL）・微分（DIFF）のどの圏で読むかで、三つの別の問いになる。本稿は、次元を列、

三つの圏を行とする表を作り、書き写した定理と、ベルヌーイ数から計算した数で、表のますを数える。新し
い定理は主張せず、どのますも解かない。 第一に、位相の行はすべての次元で正しく、PL の行で開いているの

は 4 次元だけである——1・2 次元は古典、3 次元はペレルマン、4 次元はフリードマン（1982）、5 次元以上は

スメイル（1961）とニューマン（1966）が位相の行を閉じた。次元 1〜8 で PL と微分がそろって未決なのは 4

次元の一つだけである（第2節）。 第二に、これが本稿の芯である。5・6 次元は二つの範囲の重なりに入って微
分まで決まり、4 次元は片方にだけ入る——PL と微分が同じ構造を与える範囲（6 次元以下）と、h-同境定理

の範囲（5 次元以上）の重なりは 5・6 の 2 個で、そこでは PL の予想が微分の予想を運ぶ。6 次元以下にだけ

入るのは 1・2・3・4 の 4 個で、1〜3 は三つの圏が一つに畳まれて閉じ、4 だけが PL でも微分でも開く（第3

節）。 第三に、1〜139 次元の微分の行は、一つ 8・未決 1・異種球面あり 130 である——微分構造が一つなのは

1・2・3・5・6・12・56・61（奇数は Wang＝Xu 2017、140 未満の偶数は Behrens ら 2020 の書き写し）で、5

次元以上にだけ入る 7〜139 の 133 個のうち一つなのは 12・56・61 の 3 個、割合  である（第4節）。

第四に、ベルヌーイ数だけで決まるのは、異種球面のある 130 次元のうち 34 次元である——bP の位数をベル
ヌーイ数から計算すると 28・992・8128・261632 で、書き写した表と一致した（ゼータ関数からのベルヌーイ

数とは相対差 ×10⁻¹⁴ 以内）。4 で割って 3 余る 7〜139 の 34 次元はどれも位数が 28 以上で異種球面を持

ち、割合は  である（第4節）。 第五に、bP の位数の因子は完全数の形をしている——位数そのものが

完全数になるのは 28 と 8128 だけで（k＝2〜35）、992 は完全数 496 のちょうど 2 倍、約数の和の比 

の過剰数である。形が同じことを数えるだけで、理由は言わない（第5節）。 第六に、分離子は、次元が 6 以下

か 5 以上かである——両方に入る 5・6 は微分まで決まり、6 以下にだけ入る 4 は PL と微分がそろって開き、5

以上にだけ入る 7 以上は異種球面の群の位数が微分の答えを決める（第6節）。 キーワード：ポアンカレ予想、
異種球面、h-同境定理、区分線形多様体、微分構造、ベルヌーイ数。
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本稿の射程（射程注記）：新しい定理を主張しない——一般化ポアンカレ予想の位相と PL の解決（スメイル
1961・スタリングス 1960・ゼーマン 1962・ニューマン 1966・フリードマン 1982・ペレルマン）、ミルナー
（1956）の 7 次元の異種球面、ケルヴェア＝ミルナー（1963）の群 Θ と bP の位数の式、PL と微分の構造が 6 次
元以下で一致すること（カービー＝ジーベンマン 1977 にまとめられた結果）、3 次元で三つの圏が一致すること
（モイーズ 1952）、PL 構造を持たない位相の 4 次元多様体があること（フリードマン 1982）、Wang＝Xu（2017）
と Behrens ら（2020）の一覧は、いずれも既知である。どのますも解かない——4 次元の PL と微分のポアンカレ
予想に、何も加えない。書き写した事実を計算したとは言わない——定理の一覧と n≤20 の Θ の位数の表は書き
写しで、計算したのはベルヌーイ数、bP の位数、次元の集合の数え上げ、約数の和である。4 次元の Θ の値を使
わない——5 次元以上で、Θ が自明なことと球面の微分構造が一つであることを同じにするのは h-同境定理で、4

次元はその範囲の外にある。140 以上の偶数次元を数えない——そこは引いた二つの結果の範囲の外で、本稿は
そこでの到達を述べない。完全数との形の一致に理由を言わない——同じ形であることと、どの k で位数が完全
数そのものになるかを数えるだけである。既刊との関係：論文08 の射程注記は、可微分な 4 次元ポアンカレ予想
は現在も未解決と書き、論文114 の射程注記は、それに触れないと書いた——本稿はその隣に置き、そのますが
三つの圏と次元の表のどこに居るかを数える（先客なし）。論文07 は、位相のポアンカレ予想の解決を次元ごと
の表（2 次元は古典・3 次元はペレルマン・4 次元はフリードマン・5 次元以上はスメイル）にした——ここで
は、同じ列に PL と微分の二行を足す。論文105 は、ℝⁿ の微分構造が一つでないのは n＝4 だけだと述べた——こ
こでは、球面 Sⁿ では 4 次元が未決のまま、1〜139 次元のうち 130 次元で微分構造が一つでないことを数える。
論文810 は、10⁶ までの完全数が 6・28・496・8128 の 4 個であることを数えた——ここでは、bP の位数がそのう
ち 28 と 8128 に一致し、6 の形は現れないことを数える。加えたのは、三つの圏と次元の表を、PL と微分が一致
する範囲と h-同境定理の範囲の重なりで三つの帯に分けたこと、5・6 次元が重なりに入って微分まで決まり、4

次元が片方にだけ入ることを示したこと、bP の位数をベルヌーイ数から計算して書き写した表と突き合わせたこ
と、1〜139 次元の微分の行を数え、ベルヌーイ数だけで決まる部分を 34 次元と数えたこと、bP の位数が完全数
そのものになる k を数えたことである。

1. 記法と問い

設定：  次元の球面  とホモトピー同値な閉  次元多様体を、ホモトピー  球面と呼ぶ。「球面と同じ」を同
相（位相の圏 TOP）、区分線形同相（PL）、微分同相（DIFF）のどれで読むかで、ポアンカレ予想は三つの問
いになる。ケルヴェアとミルナーは、向きのついたホモトピー  球面の h-同境類がなす群  と、平行化可能
な多様体の境界になるものの部分群  を置き、  で次を示した。

ここで  はベルヌーイ数、num は既約分数の分子である。5 次元以上では、h-同境定理により、  が自明で
あることと  の微分構造が一つであることが同じになる。



問い：次元を列、三つの圏を行とする表で、PL でも微分でも開いているますはどこか。そのますは、ほかのま
すと何が違うか。

2. 三つの行

計算 2.1：書き写した解決を、次元 〜  の表にした（正は予想が成り立つ、偽は成り立たない）。

TOP PL DIFF 決めた結果

正 正 正 古典

正 正 正 古典

正 正 正 ペレルマン（位相）・モイーズ（三つの圏の一致）

正 未決 未決 フリードマン（位相）

正 正 正 スメイル・ゼーマン・ニューマン

正 正 正 スメイル・ゼーマン・ニューマン

正 正 偽 ミルナー・ケルヴェア＝ミルナー

正 正 偽 ケルヴェア＝ミルナー

観察 2.2

位相の行はすべての次元で正しく、PL の行で開いているのは 4 次元だけである。次元 〜  で PL と微
分がそろって未決なのは  の一つだけで、位相と微分で答えが分かれて決まっているのは ・

 である——4 次元では PL と微分が同じ構造を与えるので、二つの未決は一つの問いである。

3. 二つの範囲の重なり

計算 3.1：PL と微分が同じ構造を与える次元を A（ ）、h-同境定理の範囲を B（ ）として、 〜  次
元を三つの帯に分けた。



帯 次元 個数 微分の行

A かつ B ・ 正（書き写した一覧にも入る）

A だけ ・ ・ ・ 〜  は正、  は未決

B だけ 〜 正は ・ ・  の  個

観察 3.2

これが本稿の芯である。5・6 次元は二つの範囲の重なりに入って微分まで決まり、4 次元は A にだけ入
って PL でも微分でも開く。5・6 次元では h-同境定理で PL の予想が成り立ち、PL と微分が同じ構造
を与えるので、微分の予想も成り立つ。書き写した二つの定理の一覧にも 5 と 6 は入っていた——1・
2・3 次元も A にだけ入るが、そこでは位相・PL・微分の三つが一つに畳まれ、位相の答えがそのまま
三つの行の答えになる。4 次元では PL 構造を持たない位相多様体があって位相と PL が畳まれず、位相
の行だけが閉じている。

4. 微分の行を数える

計算 4.1：ベルヌーイ数を漸化式の厳密な分数で作り（ ・ ・ ）、ゼータ
関数から作った値と 〜  で相対差  以内で一致させてから、  を数えた。

分子 書き写した 商

表の外 表の外

計算 4.2： 〜  次元の微分の行を、書き写した一覧（奇数次元は Wang＝Xu 2017、140 未満の偶数次元は
Behrens ら 2020）で数えた。



区分 次元の数 内訳

微分構造が一つ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・

未決

異種球面がある うち  で割って  余る 

観察 4.3

微分の行でベルヌーイ数だけで決まるのは、異種球面のある 130 次元のうち 34 次元である。4 で割っ
て 3 余る 7〜139 の 34 次元は  がどれも  以上なので異種球面を持ち、割合は  であ
る。B だけの帯で微分構造が一つなのは 133 個のうち 3 個で、割合は  である——残る 96 次
元は bP の位数の式の外で決まる部分で、本稿は計算していない。書き写した一覧は 34 次元のどれも含
まず、計算と食い違わなかった。

5. 数え表の形

計算 5.1：bP の位数の因子  を  で  と書き、  が素数か（ルーカス＝
レーマーの判定）と、約数の和  が  になるかを見た。

分子

（素数） （完全数）

（素数） （完全数）

（素数） （完全数）

（素数） （完全数）



観察 5.2

bP の位数の因子は完全数の形をしており、位数そのものが完全数になるのは 28 と 8128 だけだった。
〜  で  が素数になる  は  個あるが、分子が  になるのは ・  だけで、  の

 は  のちょうど  倍、  で比は  の過剰数である——  はいつも
奇数なので、完全数 （ ）の形は現れない。形が同じことを数えただけで、異種球面と完全数のあ
いだに理由があるとは言わない。

6. 分離子と、言わないこと

観察 6.1

分離子は、次元が 6 以下か 5 以上かである。両方に入る 5・6 は微分まで決まり、6 以下にだけ入る 4

は PL と微分がそろって開き、5 以上にだけ入る 7 以上は  の位数が微分の答えを決める——同じ「6

以下にだけ入る」でも、1・2・3 は三つの圏が一つに畳まれて閉じ、4 だけが開く。

観察 6.2

言わないこと。4 次元の PL と微分のポアンカレ予想に何も加えない。4 次元の  の値は使わない——

 の自明と微分構造の一意を同じにする h-同境定理の範囲の外だからである——140 以上の偶数次元で
の到達は、引いた二つの結果の範囲の外として述べない。完全数との形の一致に理由を言わない。

7. 点呼と結び

1. 位相の行は全次元で正、PL の行の未決は  だけ（計算 2.1）：4 次元では PL と微分が一つの問い。

2. 重なり A かつ B は ・  の  個（計算 3.1）：本稿の芯。微分まで決まる。

3. A だけの帯は ・ ・ ・ （観察 3.2）：1〜3 は畳まれて閉じ、4 だけが開く。

4.  は ・ ・ ・ （計算 4.1）：書き写した表と一致、商は ・ ・ ・ 。

5. 1〜139 次元で一つ ・未決 ・異種球面あり （計算 4.2）：奇数は Wang＝Xu、偶数は Behrens ら。

6. ベルヌーイ数だけで決まる  次元（ ）（観察 4.3）：4 で割って 3 余る次元。

7. B だけの帯で一つなのは  個（ ）（観察 4.3）： ・ ・ 。

8. 位数が完全数そのものになるのは ・ （観察 5.2）：  は比  の過剰数。



9. 次元が 6 以下か 5 以上か（観察 6.1）：分離子・論文08・114・07・105・810。

結び：ポアンカレ予想は圏ごとに別の問いで、PL でも微分でも開いたままの次元は 4 だけである。位相の行は
すべての次元で閉じ、PL の行で開くのは 4 次元だけで、4 次元では PL と微分が同じ問いになる——PL と微分
が一致する 6 次元以下と、h-同境定理の 5 次元以上の重なりは 5・6 の 2 個で、そこは微分まで決まる。6 次元
以下にだけ入る 1・2・3 は三つの圏が畳まれて閉じ、4 だけが開く。1〜139 次元の微分の行は一つ 8・未決 1・
異種球面あり 130 で、ベルヌーイ数から計算した bP の位数だけで決まるのは 34 次元（ ）、bP の位数
は書き写した表と一致した——位数そのものが完全数になるのは 28 と 8128 だけで、形が同じ理由は言わな
い。分離子は、次元が 6 以下か 5 以上かである。既刊との位置——論文07 は位相の解決を次元ごとの表にし、
論文105 は ℝⁿ の微分構造が一つでないのは 4 次元だけだと述べ、論文810 は 10⁶ までの完全数を 4 個と数え
た。ここでは、論文08 と論文114 が未解決と書いた 4 次元の微分のますを、三つの圏と次元の表に置き、5・6

次元と何が違うかを数えた。正直に言えば——どのますも解いておらず、定理の一覧と n≤20 の表は書き写しで
ある。140 以上の偶数次元での到達と、4 次元の Θ の値は述べていない。
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