
誘導放出を抜くと放射はウィーンの式になり、A と B の比の 8π だけが
偏光の数を運ぶ

— アインシュタインの帳簿で誘導放出を外すと、釣り合う放射のプランクとの比は 1 − exp(−hν/kT) に

なる — 分離子は、偏光の数が A と B の比に入るか、誘導放出と自発放出の比に入るか — [論文1005]
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要旨

アインシュタイン（1917）は、二つの準位のあいだの吸収・誘導放出・自発放出の速さを B12 u N1・B21 u

N2・A N2 と置き、熱平衡で釣り合って準位の数がボルツマン分布になるなら、放射 u はプランクの式で、A と

B21 の比は 8πhν³/c³ になることを示した。本稿は、この帳簿から誘導放出を外したとき何が起きるか、そして
係数の 8π のどこに偏光の数が入るかを数える。新しい定理も法則も主張しない。 第一に、これが本稿の芯で

ある。誘導放出を外すと、釣り合う放射はウィーンの式になる——プランクとの比は 1 − exp(−x)（x＝hν/kT）

で、x＝0.1 で 、x＝1 で 、x＝10 で  だった。1 パーセント以内に入るのは x が

 より大きいとき、300 K なら波長 10.414 μm より短いときだけである。欠ける割合 exp(−x) は、プラ
ンクの放射の中で誘導放出が放出の全体に占める取り分と同じだった（第4節）。 第二に、8π は偏光の数 2 と k

空間の単位球の面積 4π の積である——周期箱の整数点を数えると、殻の点の数は単位球の面積に比例し（d＝3

で比 ）、波の向きに垂直な向きの数は d−1 だった。偏光 2 と 4π の積は  で 8π と一致した
（第2節）。 第三に、帳簿は実際にボルツマン分布へ落ち着く——プランクの放射の中で速さの式を時間で積分

すると、縮退の比 1 と 3、x＝0.5〜10 の 8 通りとも、準位の数の比がボルツマン分布と相対差 ×10⁻¹⁴ 以内

に落ち着いた（第3節）。 第四に、誘導放出と自発放出の比は占有数 1/(exp(x) − 1) で、四つの場面のあいだで

45.453 桁動く——太陽の表面（5772 K）の 500 nm で 、室温の 500 nm で ×10⁻⁴²、室温の 1

GHz で ×10³ だった。比が 1 になる波長は 300 K で  μm である（第5節）。 第五に、誘導放出

が吸収に勝つのは、温度が負のときだけである——632.8 nm で上の準位の数が下の 2 倍になる状態は T＝

 K で、正の温度では下の準位が多く吸収が勝つ（第6節）。 第六に、分離子は、偏光の数が A と B

の比に入るか、誘導放出と自発放出の比に入るかである——A と B の比の係数は d 次元で (d−1) 倍の単位球の
面積（2π・8π・6π²・ ）で偏光の数を運ぶ。一方、格子で数えたモードで組んだ放射の中の誘導／

自発の比は、偏光を d−1 本にしても 1 本にしても同じだった（第7節）。 キーワード：誘導放出、自発放出、ア

インシュタイン係数、ウィーンの式、偏光の数、負の温度。
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本稿の射程（射程注記）：新しい定理も法則も主張しない——アインシュタインの A・B 係数の関係（1917）、プ
ランクの放射則、ウィーンの放射の式、放射の占有数が 1/(exp(x) − 1) であること、反転分布を負の温度で表せる
ことは、いずれも既知である。誘導放出が要る理由を因果で言わない——言うのは、帳簿から誘導放出を外すと
釣り合う放射がプランクではなくウィーンの式になる、という事実だけである。次元が 3 でない世界を主張しな
い——(d−1) 倍の単位球の面積は式の値で、そのような世界が在るとは言わない。レーザーを扱わない——装置、
線幅、ポンプ、実在の原子の縮退の値は入れない。632.8 nm は波長の例として使っただけである。速さの式の数
値を限る——A を 10⁶ 毎秒に置き、縮退の比 1 と 3、x の 4 点だけを積分した。既刊との関係：論文902 の射程注
記は、偏光の数を係数から外し、指数を当てる積分では入れず、3 次元の係数を確かめるときだけ 2 を入れたと
書いた——本稿はその席に座り、偏光の数を A と B の比の係数に戻して、それが誘導放出と自発放出の比には入
らないことを数える（先客なし）。論文902 は、黒体の放射密度の係数の 4π が立体角ではなく k 空間の単位球の
面積であることを示した——ここでは、その 4π に偏光の 2 を掛けたものが A と B の比の 8π であることを数え
る。論文265 は、低温比熱の T³ の 3 が状態密度の次元から来ることを示した——ここでは、同じ状態密度が偏光
の数と合わさって A と B の比に入ることを数える。論文403 は、負の温度が正の温度のすべてより熱いことを示
した——ここでは、誘導放出が吸収に勝つ反転分布が負の温度であることを数える。加えたのは、誘導放出を外
したときのウィーンとプランクの比を数え、1 パーセント以内に入る範囲を出したこと、周期箱の整数点で殻の
数と偏光の数を数え、8π を 2 と 4π に分けたこと、速さの式を積分してボルツマン分布に落ち着くことを確かめ
たこと、誘導／自発の比を四つの場面で数えたこと、偏光の数が A と B の比には入り、誘導／自発の比には入ら
ないことを格子のモードで確かめたことである。

1. 記法と問い

設定：下の準位 1（縮退 ・数 ）と上の準位 2（縮退 ・数 ）のあいだの振動数  の遷移を考える。周
波数あたりの放射のエネルギー密度を  とし、単位時間あたりの遷移を、吸収 、誘導放出 、自
発放出  と置く。熱平衡で  が成り立ち、 （ ）な
ら、次が要る。

問い：この帳簿から誘導放出を外すと、釣り合う放射はどうなるか。係数の  のどこに偏光の数が入り、どこ
に入らないか。

2. モードの数え上げと 8π

計算 2.1：周期箱の整数ベクトル  を  で数え、球の体積  と、殻  の数を単位球の
面積  と比べた。



球の中の点  との比 殻の点と  の比

計算 2.2：乱数の波数ベクトル  に垂直な向きの空間の次元（射影  の階数）は、 ・ ・ ・
で ・ ・ ・  だった。偏光  と  の積は  で、  と一致した。

観察 2.3

8π は、偏光の数 2 と k 空間の単位球の面積 4π の積である。殻の点の数は単位球の面積に比例し、一つ
の波数に横波の偏光が  本ある——周波数あたりのモードの数は  で、  で
は  になる。

3. 速さの式を積分する

計算 3.1： 、  毎秒、 、  とし、プランクの放射の中で
・  から時間で積分した。

積分した ボルツマン 相対差



観察 3.2

帳簿は実際にボルツマン分布へ落ち着く。8 通り（表はその一部）の相対差の最大は  だ
った——誘導放出を入れ、  と  を置けば、プランクの放射と準位の数
が互いに矛盾しない。

4. 誘導放出を外す

計算 4.1：  として釣り合い  に  を入れると、 （ウィーンの放射
の式）になる。プランクの式との比を出した。

ウィーン/プランク

観察 4.2

これが本稿の芯である。誘導放出を外すと、釣り合う放射はウィーンの式になる。ウィーンとプランク
の比は  で、  では  しかなく、1 パーセント以内に入るのは 

（300 K なら波長  μm より短い）ときだけである——欠ける割合  は、プランクの放射の中で
誘導放出が放出の全体に占める取り分と同じで、  で 、  で  だった。

 では 1 パーセントより外れ、  では内に入った。

5. 誘導放出と自発放出の比

計算 5.1：誘導放出と自発放出の比  を四つの場面で出した。



場面 誘導／自発

太陽の表面 5772 K・500 nm

室温 300 K・500 nm

室温 300 K・10 μm

室温 300 K・1 GHz

観察 5.2

誘導放出と自発放出の比は占有数で、四つの場面のあいだで  桁動く。比が  になるのは
 で、波長は 300 K で  μm、5772 K で  μm である——室温の可視光

では比が  で自発放出が勝ち、室温の 1 GHz では比が  で誘導放出が勝
つ。

6. 反転分布と負の温度

計算 6.1：  nm で  K。  で  となる温度は
 K で、  に戻すと  になった。誘導放出から吸収を引いた正味は

 に比例し、 ・ ・  で ・ ・  だった。

観察 6.2

誘導放出が吸収に勝つのは、温度が負のときだけである。正の温度（例えば 10000 K）では  で
吸収が勝ち、  の反転分布は負の温度  K に当たる——正の温度の熱平衡では、増
幅は起きない。

7. d 次元と分離子

計算 7.1：  の係数 （  に掛かる）を並べ、格子で数えたモードから  の放射を組ん
で、誘導／自発の比を偏光  本と 1 本で比べた。



偏光  の係数 格子の比（  本・1 本）

・

・

・

（格子は数えていない）

観察 7.2

分離子は、偏光の数が A と B の比に入るか、誘導放出と自発放出の比に入るかである。A と B の比の
係数は偏光の数  に比例する。格子で組んだ放射の中の誘導／自発の比は、偏光を  本にして
も 1 本にしても同じで、占有数  と殻の数え上げの誤差（比 ・

・ ）の範囲で一致した——偏光の数は放射  と  の両方に同じだけ掛かるので、
その比である誘導／自発には残らない。偏光の数を運ぶのは、A と B の比の  のほうである。

8. 点呼と結び

1. ウィーン/プランク （ ・ ・ ）（計算 4.1）：本稿の芯。

2. 1 パーセント以内は （観察 4.2）：300 K で  μm より短い波長だけ。

3. （計算 2.2）：偏光の数と k 空間の単位球の面積。

4. 殻の点の比 （ ）（計算 2.1）：モードは単位球の面積に比例する。

5. 積分した  の相対差  以内（観察 3.2）：帳簿はボルツマン分布へ落ち着く。

6. 誘導／自発は太陽の 500 nm で 、室温の 1 GHz で （計算 5.1）：占有数。

7. 比が 1 の波長  μm（300 K）（観察 5.2）： 。

8. 反転分布の温度  K（計算 6.1）：増幅は負の温度。

9. A/B の係数  と、偏光によらない格子の比（計算 7.1）：分離子・論文902・265・403。

結び：誘導放出を抜くと放射はウィーンの式になり、A と B の比の 8π だけが偏光の数を運ぶ。アインシュタイ
ンの帳簿から誘導放出を外すと、釣り合う放射のプランクとの比は 1 − exp(−x) で、x＝0.1 で 、1 パー
セント以内に入るのは x が  より大きいときだけだった——誘導放出を入れた帳簿は、速さの式の積分
で 8 通りともボルツマン分布へ相対差 ×10⁻¹⁴ 以内に落ち着いた。8π は偏光の数 2 と k 空間の単位球の面積
4π の積で、d 次元では (d−1) 倍の単位球の面積になる——誘導放出と自発放出の比は占有数で、太陽の 500 nm



で 、室温の 500 nm で ×10⁻⁴²、格子で組んだ放射では偏光を d−1 本にしても 1 本にしても変わ
らなかった。反転分布は負の温度で、632.8 nm で上が下の 2 倍なら  K である。分離子は、偏光の
数が A と B の比に入るか、誘導放出と自発放出の比に入るかである。既刊との位置——論文902 は係数の 4π を
k 空間の単位球の面積と読み、偏光の数を係数から外した。論文265 は状態密度の次元を、論文403 は負の温度
が正の温度より熱いことを示した。ここでは、外された偏光の数を A と B の比に戻し、それが誘導／自発の比
に残らないことを数えた。正直に言えば——誘導放出が要る理由を因果では言っておらず、次元が 3 でない世
界もレーザーの装置も扱っていない。速さの式は A と縮退と x を限って積分しただけである。
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