
体積の積は束が在るかを見分けず、ミルナーの 7 次元球面は k²−1 を 7 で
割った余りで見分ける

— 2n−1 次元球面の体積は、n−1 次元球面と半径 1/2 の n 次元球面の体積の積にどの n でも等しいが、

束が在るのは n＝1・2・4・8 だけで、S⁴ の上の S³ 束は k²−1 が 7 で割り切れないと球面と微分同相で

ない — 分離子は、数えているのが体積か、位相の不変量か — [論文1008]
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要旨

ホップ束 S¹→S³→S² では、全空間 S³ の体積 2π² が、半径 1/2 の底空間 S² の面積 π と繊維 S¹ の長さ 2π の積にな

る。本稿は、同じ形の体積の積を他の次元で数え、束が在る次元と比べ、束の在る次元の一つ n＝4 で、S⁴ の

上の S³ 束からミルナー（1956）の 7 次元球面を見分ける不変量を数える。新しい定理は主張しない。 第一に、
これが本稿の芯である。体積の積は、束の無い次元でも成り立つ——2n−1 次元球面の体積と、n−1 次元球面と

半径 1/2 の n 次元球面の体積の積は、n＝1〜12 のすべてで相対差 ×10⁻¹⁶ 以内で一致した。束の無い n＝3

でも ＝ ×  である（第3節）。 第二に、束が在る次元を数で当てるのは、体積で

はなくベクトル場の数である——n−1 次元球面の独立なベクトル場の数を与えるラドン＝フルヴィッツ数が n

に等しくなるのは、n＝1〜64 で 1・2・4・8 だけで、ホップ束が在る四つの次元（アダムズ 1960）と同じだっ

た（第4節）。 第三に、四元数のホップ写像 S⁷→S⁴ は、乱数の点で確かめても束になっている——200000 点

で、像は単位球面に乗り、右から単位四元数を掛けても像は変わらず（差 ×10⁻¹⁶）、像の分布は一様な S⁴

とコルモゴロフ＝スミルノフ距離  だった。共役を落とすと、繊維に沿って像が  まで動い

た（第2節）。 第四に、ミルナーの束 Mₖ は、k²−1 を 7 で割った余りで見分ける——h＋j＝1 の S⁴ 上の S³ 束はど

れも S⁷ と同相で、第一ポントリャーギン類 ±2k と符号数 1 から、不変量 λ は 2(2k)²−1 と k²−1 の 7 の余りが奇

数 k＝−49〜49 のすべてで一致した。余りは 0・1・3・6 の 4 通りで、0 でなければ S⁷ と微分同相でない（第5

節）。 第五に、四元数のホップ束は余り 0 の側にある——余りが 0 になるのは k を 7 で割って 1 か 6 余るとき

で、k＝1〜27 の奇数では 1・13・15・27、k＝1 が四元数のホップ束である。残る 10 個は S⁷ と微分同相でない

と分かる（第5節）。 第六に、分離子は、数えているのが体積か、位相の不変量か——体積の積はガンマ関数の
倍数公式で、どの n でも成り立つので束の有無を見分けない。束の有無はベクトル場やホップ不変量が、束の

微分の違いは λ が見分ける（第6節）。 キーワード：ホップ束、四元数、異種球面、ミルナーの不変量、ラドン

＝フルヴィッツ数、倍数公式。
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本稿の射程（射程注記）：新しい定理を主張しない——球面の体積の式、ガンマ関数の倍数公式、ホップ束（ホッ
プ 1931・1935）、ホップ不変量 1 の写像が 1・2・4・8 の次元にしかないこと（アダムズ 1960）、球面の独立なベ
クトル場の数（アダムズ 1962・ラドン＝フルヴィッツ数）、ミルナー（1956）の束と不変量 λ、Mₖ が S⁷ と同相で
あること（二つの臨界点のモース関数）は、いずれも既知である。書き写した事実を計算したとは言わない——

ホップ束が四つしかないこと、Mₖ が S⁷ と同相であること、第一ポントリャーギン類が ±2(h−j) であること、λ が
0 でなければ微分同相でないことは書き写しで、計算したのは体積の積、ラドン＝フルヴィッツ数、ホップ写像
の乱数の点、λ の余りである。余りが 0 なら球面だとは言わない——λ が 0 でなければ微分同相でない、の一方向
だけを使う。異種 7 次元球面を数え上げない——28 個の微分構造のうち、この束で何個が作れるかは扱わない。
λ の 7 と、論文1003 で数えた 28 の約数 7 の関係も扱わない。分解を誤りとは言わない——束の在る次元では、体
積の積は本物の分解である。言うのは、体積の数だけでは束の有無が分からないことである。既刊との関係：論
文08 は、ホップ束 S¹→S³→S² で底空間の面積と繊維の長さの積が全空間の体積になることを示した——ここで
は、同じ形の体積の積が束の無い次元でも成り立つことを数える。論文45 は、その分解が半径をどう取っても成
り立つことを示した——ここでは、次元をどう取っても体積の積が成り立つことを数える。論文114 は、ホップ
束が四本しかないことをアダムズの定理として引いた——ここでは、その四つの次元をラドン＝フルヴィッツ数
で数え直す。論文115 は、平行化可能な球面が S⁰・S¹・S³・S⁷ だけであることを引いた——ここでは、S³ を繊維
に持つ四元数の束が一様に S⁴ を覆うことを乱数で確かめる。論文1003 は、ミルナーの異種 7 次元球面を既知と
して三つの圏の表に置き、bP の位数 28 を数えた——ここでは、ミルナーの束の不変量が k²−1 の 7 の余りになる
ことを数える。加えたのは、体積の積を n＝1〜12 で数え、束の無い次元でも成り立つことを示したこと、ラド
ン＝フルヴィッツ数で束の在る次元を数え直したこと、四元数のホップ写像を乱数の点で確かめ、共役を落とし
た対照で判定を試したこと、ミルナーの λ の余りを奇数 k で数え、余りの種類と 0 になる k を出したことであ
る。

1. 記法と問い

設定：半径  の  次元球面の体積を  と書く。ホップ束
 は  にあり、  は複素数、  は四元数で

 と書ける。ミルナーは、  の上の  束で  のものを （ ）
と書き、それを境界に持つ 8 次元の円板束  から次の不変量を作った。

問い：全空間の体積が底空間と繊維の体積の積になることは、束が在ることを見分けるか。束の在る 

で、同相な束を微分の違いで見分けるのは何か。

2. ホップ写像を乱数で確かめる

計算 2.1：  と  の一様な乱数の点を 200000 個ずつ取り、ホップ写像の像を調べた。



量 複素 四元数 

像の長さと 1 の差の最大

繊維に沿って動かした像の差の最大

一様な球面とのコルモゴロフ＝スミルノフ距離

最後の成分の平均二乗（一様なら） （ ） （ ）

観察 2.2

四元数のホップ写像 S⁷→S⁴ は、乱数の点で確かめても束になっている。像は単位球面に乗り、右から単
位四元数を掛けても変わらず、分布は一様な  と距離 （目安 ）だった。
最後の成分の平均四乗は （一様なら ）——対照に共役を落とした  を使
うと、繊維に沿って像が  まで動いた。判定は、繊維に沿って変わる写像を変わると言う。

3. 体積の積

計算 3.1：  と  を 〜  で比べた（一部を示す）。

束

在る

在る

無い

在る

無い

在る



観察 3.2

これが本稿の芯である。体積の積は、束の無い次元でも成り立つ。12 個の  すべてで積は相対差
 以内で一致し、束の無い ・  でも ・  と成り立った——体積

の積はガンマ関数の倍数公式  の言い換えで、束が在るかどうかに触
れない。  の  は、束の在る次元での本物の分解であると同時に、束の無い次元
と同じ式の値でもある。

4. 束の在る次元を数え直す

計算 4.1： （奇数）、  のとき、ラドン＝フルヴィッツ数を  とし、  の独
立なベクトル場の数  を数えた。 〜  の  は  だった。

観察 4.2

束が在る次元を数で当てるのは、体積ではなくベクトル場の数である。 （  が平行化可能）
になるのは 〜  で ・ ・ ・  だけで、ホップ束の在る次元と同じだった——体積の積は 

〜  の 12 個で成り立つが、束が在るのはそのうち 4 個である。

5. ミルナーの 7 次元球面

計算 5.1：  の束では第一ポントリャーギン類が 、  の符号数が  なので、
 を奇数  で数えた。



（mod 7） （mod 7）

観察 5.2

ミルナーの束  は、k²−1 を 7 で割った余りで見分ける。  と  の 7 の余りは奇数
〜  のすべてで一致し、余りは ・ ・ ・  の 4 通りだった。余りが  になるのは  を 7 で割

って 1 か 6 余るときで、 〜  の奇数では ・ ・ ・  である——  は四元数のホップ束で
余り 。 〜  の奇数 14 個のうち、余りが  でない 10 個は  と同相なのに微分同相でないと分か
る。向きを逆にすると余りは ・ ・ ・  になる。

6. 分離子と、言わないこと

観察 6.1

分離子は、数えているのが体積か、位相の不変量か。体積の積は倍数公式なので、どの  でも成り立
ち、束の有無を見分けない——束の有無を見分けるのはベクトル場の数やホップ不変量で、同相な束の
微分の違いを見分けるのは  である。  の  は、体積では  の一つの数だが、  では 7 の余り
で分かれる。



観察 6.2

言わないこと。  なら  と微分同相だとは言わず、28 個の微分構造のうちこの束で何個作れるか
も扱わない——  の 7 と 28 の約数の 7 の関係には立ち入らない。束の在る次元での体積の分解を誤り
とは言わない。

7. 点呼と結び

1. 体積の積が 〜  で相対差 （計算 3.1）：本稿の芯。束の無い次元でも成り立つ。

2.  で （観察 3.2）：束は無い。

3.  は ・ ・ ・  だけ（ ）（計算 4.1）：束の在る次元。

4. 四元数のホップ写像の距離  と対照の （計算 2.1）：束になっている。

5.  の余りは ・ ・ ・ （計算 5.1）：  の 7 の余り。

6. 余り  は ・ ・ ・ （観察 5.2）：  はホップ束。

7. 体積か、位相の不変量か（観察 6.1）：分離子・論文08・45・114・115・1003。

結び：体積の積は束が在るかを見分けず、ミルナーの 7 次元球面は k²−1 を 7 で割った余りで見分ける。2n−1 次
元球面の体積は、n−1 次元球面と半径 1/2 の n 次元球面の体積の積に n＝1〜12 のすべてで等しく、束の無い n

＝3 でも  だった——束が在る四つの次元 1・2・4・8 を数で当てたのは、ラドン＝フルヴィッツ数の
ほうである。四元数のホップ写像は乱数の 200000 点で束になっていることを確かめ、その上のミルナーの束
Mₖ の不変量は k²−1 の 7 の余りで 0・1・3・6 をとり、k＝1〜27 の奇数 14 個のうち 10 個が S⁷ と同相なのに微
分同相でないと分かった——四元数のホップ束 k＝1 は余り 0 の側にある。分離子は、数えているのが体積か、
位相の不変量かである。既刊との位置——論文08 と論文45 は S¹→S³→S² の体積の分解を示し、論文114 と論文
115 はホップ束と平行化可能な球面が四つしかないことを引き、論文1003 はミルナーの異種 7 次元球面を三つ
の圏の表に置いた。ここでは、体積の積がその四つの外でも成り立つことと、四つの一つの上でミルナーの束
を分ける 7 の余りを数えた。正直に言えば——ホップ束が四つしかないこと、Mₖ が S⁷ と同相であること、λ の
式は書き写しで、余りが 0 なら球面だとは言っていない。
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