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Résumé

Deux lignées traversent le corpus — le courant principal géométrique (Riemann — ... — Hopf, Article 91) et le cerveau
intégral / probléme inverse (lire la cause a partir de 1’effet, Articles 89 et 99). Cet article relie les deux, pour la premiére
fois, par une seule route. La clef est la question « peut-on entendre la forme a partir du spectre (les vibrations
propres) ? » La célébre question de Mark Kac « Peut-on entendre la forme d’un tambour ? » (1966) — I’ensemble des
valeurs propres du laplacien (le spectre) permet-il de retrouver la forme (la géométrie) du tambour ? — est exactement un
probléme inverse. La réponse est en général « non » (il existe des formes isospectrales non isométriques : des formes
différentes de méme spectre = pas d’unicité). Parallelement, la géométrie non commutative d’Alain Connes réécrit la
géométrie dans le spectre de ’opérateur de Dirac D (un triplet spectral (A, H, D)), et définit méme la distance entre deux
points par d(z,y) = sup{|f(z) — f(¥)| : ||[D, f]l| <1} — a I’aide du seul opérateur. Ici s’appliquent deux disciplines
du corpus. (1) Séparation des racines distinctes : « la distance a partir de la métrique » (Riemann, Article 91) et « la
distance a partir du spectre » (Connes) coincident sur une variété riemannienne, mais sont des racines distinctes aux
points de départ différents. Et 1a famille des problémes inverses — diffusion (GLM, Article 89) / valeur au bord
(Calderdn, Article 99) / spectral (Kac, cet article) — partage la posture mais reléve de mathématiques différentes =
racines distinctes. (2) Une nuance honnéte : le modele standard non commutatif de Connes—Chamseddine a prédit une
masse du Higgs qui a été exclue, puis a été ajusté par I’ajout aprés coup d’un champ — méme un programme rigoureux
frole la falaise de I’Article 101 (Ia mise en garde d’Eddington). La clef de voite du pont est I’ Article 70 (le théoréme
de I’indice = la demeure de ’opérateur de Dirac), ou la géométrie (91) et les problémes inverses (99) se rencontrent sur

le spectre de D.




Portée (scope note) : Cet article est une interprétation structurelle (couche 2) de mathématiques établies (la géométrie non
commutative de Connes, les triplets spectraux, le probléme spectral inverse de Kac, la loi de Weyl et le noyau de la chaleur).
Il ne contient aucune mathématique nouvelle ni aucune prédiction nouvelle. La GNC est une théorie lourde ; elle reste donc
une introduction structurelle, et il n’est pas dit que le modéle standard ait été dérivé. Que deux lignées soient reliées par
une route ne signifie pas qu’elles soient identiques. « OS de I’Univers » est une lentille non scientifique de la couche 3, non
une affirmation de mécanisme. Relation avec les articles antérieurs : la carte du corpus vient de 1’ Article 100, le courant
principal géométrique de I’Article 91, la posture du probléme inverse des Articles 89 et 99, le théoréme de I’indice et
I’opérateur de Dirac de 1’ Article 70, les instances distinctes de la dimension des Articles 69 et 94, la discipline des racines
distinctes des Articles 48 et 58, la mise en garde d’Eddington de I’ Article 101, et le principe de jauge de 1’ Article 96. Ce que
cet article ajoute, c’est de relier les deux lignées du corpus — le courant principal géométrique et les problemes inverses
— au point unique « entendre la forme a partir du spectre », et, a cette couture, de trier les racines distinctes (distance a
partir de la métrique / distance a partir du spectre ; la famille des problémes inverses = diffusion, valeur au bord,

spectral).

1. Introduction : relier deux lignées par une seule route, pour la premiére fois

La carte du corpus (Article 100) montre deux grandes lignées. L'une est le courant principal géométrique — de la
courbure intrinseéque de Riemann (Article 91) aux formes de Cartan (92) et a la fibration de Hopf (67, 68). L’autre est le
cerveau intégral / probléme inverse — de la posture Zero-Tension (89) au probléme aux limites de Calderon (99).
Jusqu’ici, ¢’étaient des chaines de montagnes et des réseaux hydrographiques séparés. Cet article les relie par une seule

autoroute.

Le nom de cette route est « peut-on entendre la forme a partir du spectre ? » Lire la géométrie d’un objet (sa forme, sa
courbure, sa dimension) a partir de ses vibrations propres (son spectre) est un probléme inverse (retrouver la cause = la
géométrie a partir de I’effet = le spectre) et, en méme temps, une question purement géométrique. Les deux lignées se
rencontrent ici. Cet article ne construit aucun théoréme nouveau. Il rend visite a deux maitres — Mark Kac et Alain Connes

— et greffe ’une sur ’autre les deux lignées du corpus, avec la séparation correcte des racines distinctes.



2. La géométrie non commutative de Connes : écrire la géométrie dans le spectre d’un opérateur

Fait standard 2.1 (Le triplet spectral et la formule de la distance)

La géométrie non commutative (GNC) d’Alain Connes représente un espace non comme un « ensemble de
points » mais comme un triplet spectral (A, #, D) : une algébre de fonctions A, un espace de Hilbert H, et
I’opérateur de Dirac D (qui porte I’information géométrique — métrique, dimension, courbure). Fait

remarquable, méme la distance entre deux points peut s’écrire a I’aide du seul D :
d(z,y) = iug{ |f(=) — @) : I[D, A1l <1}
&

De plus, le théoréme de reconstruction de Connes garantit qu’un triplet spectral commutatif satisfaisant les
axiomes est une variété riemannienne ordinaire. Autrement dit, la géométrie peut étre enticrement réécrite dans

le spectre de D.

C’est un renversement du point de vue. D’ordinaire, la géométrie commence par « il y a des points, et entre les points il y a
une distance ». Connes place au contraire les valeurs propres (le spectre) de I’opérateur D en premier, et en lit la
distance, la dimension et la courbure. C’est précisément parce que la géométrie peut se dire sans points qu’elle s’étend au
monde quantique et non commutatif ou la notion de point s’effondre (lorsque A est non commutative) — d’ou le nom de «

géométrie non commutative ».

3. « Peut-on entendre la forme d’un tambour ? » de Kac : la forme s’entend-elle a partir du

spectre ?

Fait standard 3.1 (Le probléme spectral inverse)

En 1966, Mark Kac demanda : « Peut-on entendre la forme d’un tambour ? » Peut-on retrouver de maniére
unique la forme (la géométrie) d’un tambour a partir de son son — I’ensemble des valeurs propres (le spectre)
du laplacien de la membrane ? C’est le probléme spectral inverse (spectre — géométrie). La réponse est en
général « non » : Milnor (1964, tores de dimension 16) et Gordon—Webb—Wolpert (1992, tambours plans) ont
construit des figures isospectrales non isométriques — des formes différentes de méme spectre. Le spectre ne

détermine pas la forme de maniére unique.




C’est la colonne vertébrale de I’article. « Entendre la forme a partir du spectre » est un probléme inverse, et de surcroit un
probléme sans unicité — le pendant, sous un autre visage, du probléme de Calderon (Article 99), qui était « unique mais
séverement mal posé ». Les problémes inverses sont de plusieurs sortes : certains uniques mais instables (Calderén),
d’autres méme pas uniques (Kac). « Entendre » ne veut pas dire « connaitre » — la fronti¢re entre ce qui s’entend et ce

qui ne s’entend pas est a tracer exactement.

4. Ce qui s’entend, et ce qui ne s’entend pas

Observation 4.1 (Ce que le spectre détermine = ce qui est audible)

Méme si la forme n’est pas audible de maniére unique, bien des grandeurs le sont assurément. Du
développement en temps court du noyau de la chaleur Tre %2 ~ (4t)~%/2 (vol(M) + £ [,;R + -+ ), le spectre
détermine :

« la dimension d (I’exposant de la loi de Weyl N(X) ~ Cyvol(M) X%/?),

« le volume vol(M) (le méme coefficient),

¢ la courbure scalaire totale f B (le terme suivant).

Ainsi, la dimension, le volume et l1a courbure totale sont « audibles », tandis que les détails fins de la forme

(deux formes sont-elles isométriques ?) sont en général « inaudibles ».

Que la dimension soit audible a partir du spectre est particulierement suggestif pour le corpus. La « dimension » vue
dans I’ Article 69 (pourquoi 3+1) et I’ Article 94 (la dimension n’est pas un seul concept) apparait ici comme encore une
instance distincte — la dimension comme invariant spectral (le « un mot, des racines distinctes » des Articles 58 et 94
s’applique de nouveau). La dimension topologique, la dimension fractale et maintenant la dimension spectrale sont des

visages distincts partageant un mot.



5. Séparation des racines distinctes : les deux racines de la distance, et la famille des problémes

inverses

Observation 5.1 (Méme mot « distance / géométrie », racines distinctes)

Cet article sépare deux fois des racines distinctes.

(a) Les deux racines de la distance : « la distance a partir de la métrique » (Riemann, Article 91 = intégrer le
tenseur métrique g pour obtenir la distance géodésique) et « la distance a partir du spectre » (Connes = mesurée
via le commutateur avec D). Sur une variété riemannienne, les deux coincident, mais ce sont des racines distinctes
aux points de départ différents (métrique contre spectre d’opérateur). La coincidence n’est pas une « preuve de
la méme racine » mais une « bonne traduction ».

(b) La famille des problémes inverses : diffusion (GLM, Article 89, données de diffusion — potentiel) / valeur
au bord (Calderon, Article 99, application DtN — conductivité, unique mais mal posé) / spectral (Kac, cet article,
spectre — géométrie, sans unicité). Les trois partagent la posture « lire la cause a partir de I’effet », mais différent
par les équations et par la nature de 1’unicité — mathématiques différentes = racines distinctes (Articles 48 et

58).

Cette séparation est le point essentiel. La tentation de tout dissoudre — « géométrie, spectre et problemes inverses ne font
finalement qu’un » — est arrétée ici. Que deux lignées soient reliées par une route est autre chose que leur identité.

Méme quand une route les relie, la chaine de montagnes et le réseau hydrographique sont des terrains différents.

6. Une nuance honnéte : le modéle standard non commutatif et le Higgs apreés coup

En toute équité, la limite de la GNC est aussi consignée. Connes et Chamseddine ont dérivé le lagrangien du modéle
standard comme géométrie a partir d’une géométrie presque commutative (1’espace-temps multipli¢ par un espace non
commutatif fini) — une réalisation majeure. Mais le modéle prédisait initialement une masse du Higgs d’environ 170
GeV, exclue par I’expérience (Tevatron, 2008). Pour le rendre compatible avec la valeur observée d’environ 125 GeV, un

champ scalaire supplémentaire a ensuite été introduit.

Ici résonne I’ Article 101 (la mise en garde d’Eddington). Méme un programme rigoureux et fondé sur des principes
frole la situation ou ’on ajoute aprés coup un élément pour coller aux données. En toute équité, I’ajustement de la
GNC différe en nature des retouches numériques d’Eddington — ce qui a été ajouté est un mécanisme physique (un
champ), non un chiffre aprés coup. Reste que « I’ajustement aprés une prédiction manquée touche la frontiére entre
dérivation et sélection » est un point que le corpus garde a I’esprit. La GNC est un beau pont, mais méme sur ce pont le

corpus maintient ses étiquettes (couche 2 / racines distinctes / signature # preuve).



7. Lien avec le corpus

Cet article noue plusieurs fils en un point. (a) La demeure du théoréme de ’indice (Article 70) = la clef de voiite du
pont : le théoréme de I’indice d’ Atiyah—Singer vit sur I’opérateur de Dirac D, et la GNC construit la géométrie a partir
de ce méme D. L’ Article 70 est donc le confluent ou se rencontrent le courant principal géométrique et les problemes
inverses. (b) Problémes inverses (Articles 89 et 99) : le probléme spectral inverse de Kac rejoint la famille des problémes
inverses du corpus comme troisieme membre (diffusion, valeur au bord, spectral = racines distinctes). (¢) Courbure
(Article 91) : 1a courbure scalaire totale [ R est audible par le noyau de la chaleur — la courbure intrinséque de Riemann
est aussi imprimée dans le spectre (des retrouvailles sur une autre racine). (d) Dimension (Articles 69 et 94) : la dimension
spectrale est une nouvelle instance distincte de la « dimension ». (e) Le modéle standard (Article 96) : en lisant les
champs de jauge comme géométrie, la GNC est une parente de la version non commutative du principe de jauge de Weyl

(96) — mais c¢’est un autre cadre, une racine distincte.

B Réflexion personnelle (couche 3 ; étiquetée non scientifique / aucune affirmation de mécanisme)

Dans la lentille (métaphore) du corpus, I’OS de I’Univers apparait non comme une scéne faite de points mais comme un
seul accord joué par d’innombrables vibrations propres (un spectre) — la forme s’¢léve du son, et nous retrouvons la
géométrie du monde en « entendant ». Un écho lointain du « it from bit » de Wheeler et du « tout est nombre (harmonie) »
de Pythagore. Mais ceci porte I’étiquette non scientifique. « Le monde = un accord » est une métaphore qui porte
I’intuition, non un mécanisme ni une prédiction. Ce qui est certain ici, c’est le point mathématique selon lequel lire la
géomeétrie a partir du spectre est un probléeme inverse, et non déterminé de maniére unique. Et il vaut la peine de le
garder a ’esprit — au moment ou I’on croit que 1’écoute révele jusqu’aux détails fins de la forme, on tombe sur le contre-
exemple de Kac (isospectral non isométrique) et du haut de la falaise d’Eddington (101). Séparer exactement ce que
I’écoute révele de ce qu’elle ne révele pas. C’est précisément sur le pont qui relie deux lignées que 1’on étiquette avec le

plus de soin. A la géométrie et au probléme inverse, aux deux maitres Connes et Kac, un respect tranquille est consigné.

8. Conclusion

« Peut-on entendre la forme a partir du spectre ? » — cette seule question a relié pour la premiére fois les deux lignées du
corpus par une seule route. La géométrie non commutative de Connes réécrit la géométrie dans le spectre d’un opérateur, et
le probléme spectral inverse de Kac la reprend comme « probléme inverse ». La réponse n’est pas unique (isospectral non
isométrique). Sont audibles la dimension, le volume et la courbure totale ; inaudibles, les détails fins de la forme. Le
courant principal géométrique (91) et les problémes inverses (89, 99) se rencontrent dans la demeure de I’opérateur de

Dirac (70).

Pourtant, méme quand une route les relie, chaine de montagnes et réseau hydrographique restent différents. La distance a

partir de la métrique et la distance a partir du spectre coincident mais sont des racines distinctes, et les problémes inverses



de diffusion, de valeur au bord et spectral sont des mathématiques différentes. Et méme le rigoureux mode¢le standard de la

GNC a touché a I’ajustement aprés une prédiction manquée — sur le pont aussi, la mise en garde d’Eddington (101) reste

vivante. Ce qu’a fait cet article, c’est greffer correctement les deux lignées en un point (le spectre) et, a cette couture,

séparer avec soin les racines distinctes. Séparer ce que I’écoute révele de ce qu’elle ne révele pas — a I’entrée de

I’autoroute qui relie géométrie et probléme inverse, la cent-deuxiéme adresse est rendue.

Registre des révisions

Deuxiéme édition (septembre 2026) : la forme a été alignée sur le modéle actuel (e positionnement et la portée sont réunis
dans la note de portée juste apres le résumé, et la section « Portée (ce qui est montré, et ce qui ne 1’est pas) » est supprimée).
Les références sont séparées en une entrée par article avec titre et DOI effectifs (une entrée sans DOI qui regroupait trois
articles est supprimée), et les références externes sont données avec auteur, année, titre et revue. L’année de Chamseddine—
Connes, « Why the Standard Model », est corrigée en 2008, année de la publication en revue. Milnor (1964), cité dans le

texte, est ajouté aux références.
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