
 が成り立つのは、三次元だけである
— ポアンカレ＝ホップは片側しか与えない：毛玉の定理・オイラー標数・立体角の別根点呼（山岸・

論文67の住所の書き直し） — [論文128]

山岸 勇輝 (Yuuki YAMAGISHI)

Yamagishi Complexity Torus Lab, Japan｜山岸勇輝ラボ
2026年8月

From thinking to syncing.

要旨

論文67 は  を示し、体系の  に位相的な錨を与えた。本稿はその錨の住所を確かめ

る。新しい数学定理も新しい物理法則も主張しない。 第一に、ポアンカレ＝ホップが与えるのは片側だけであ

る。指数の総和がオイラー標数に等しいという等式から出るのは、  ならば消えないベクトル場は存在し
ないという必要性のみである。逆——  ならば消えない場が存在する——は別の主張であり、連結かつ閉

という仮定を要する。論文126 は存在を、論文127 は一意性を扱った。本稿が扱うのは必要と十分である（第2

節）。 第二に、指数の総和は零点の個数ではない。北極からの立体射影で平面の定ベクトル場を押し出すと、

 上の零点はただ一つで、その指数が  である（本稿で三つの半径の円上の巻き数として確認）。「球面には必
ずつむじが二つできる」は誤りである。定理が縛るのは総和であって個数ではない（第3節）。 第三に、これが

本稿の芯である。  と  を関数として比べると、一致するのは三次元の一点だけである。論文01 の  は体

積要素  の 、すなわち  である。周囲の次元  を動かすと、一方は 

という上下する実数列、他方は  という  と  を往復する二値列になる。  から  まで照合する

と一致は  のみである（本稿で確認）。別の関数である（第4節）。 第四に、分ける実例が二つある。トー

ラス：全立体角  は多様体に依らない（三次元における方向の空間の体積である）が、  である。

半径：  は半径に依らないが、面積  が  になるのは  のときだけである——鎖の一つ目の等
号は、単位半径という規約を要する（第5節）。 第五に、住所を書き直す。論文01 の  の住所は 、す

なわち論文115 の偶の階段である。  は同じ数に達する別の道であって起源ではない。ゆえに「値は位相

によって強制される」とまでは言えない——強制しているのは周囲の次元が三であることである。論文67 自身

が本文で「算術的な一致以上のことは主張しない」と書いている。本稿はその一行を要旨まで通す（第7節）。
第六に、  への四つの道は、別の許可証を要求する。三角形分割・ベクトル場・曲率積分・楕円型作用素——

同じ数に達しながら、要る構造がそれぞれ違う。ポアンカレ＝ホップは計量を要求しないが、ガウス＝ボネは

要求する（第6節）。

— —



本稿の射程：新しい数学定理も新しい物理法則も主張しない。ポアンカレ＝ホップの定理、その逆、ガウス＝ボ
ネ、チャーン＝ガウス＝ボネ、  はいずれも標準的である。本稿が加えるのは、片側性を明示
したこと、総和と個数を分けたこと、二つの  を関数として比べて一致点を一つに絞ったこと、そして論文67

の住所を書き直したことだけである。  に新しい意味を読み込まない（論文101・94）。

1. 記法と位置づけ

論文67 が置いたもの： 。ここで  はポアンカレ＝ホップの定理によ
って計量に依らず固定される。

論文115 が置いたもの：  は球面体積の偶の階段の一段であり、その隣は  である。

同じ  に、二つの住所が与えられている。論文17 は別根と言うのは半分であり、各根の住所を書いて初めて
検査可能になると述べた。本稿はその検査を行う。

位置づけ：既存の定理を並べ、その射程を書く。新しい定理は主張しない。

2. ポアンカレ＝ホップが与えるのは、片側だけである

確立された事実 2.1（ポアンカレ＝ホップの定理）：  を滑らかな閉多様体、  を孤立零点のみを持つ接ベクト
ル場とすると

観察 2.2 （等式から出るのは片側である）

(1) の左辺は、場がどこかで消えていることを前提に書かれている。したがって (1) から直ちに従うのは

 ならば、消えないベクトル場は存在しない

という必要性だけである。  では  ゆえ毛玉は梳かせない。



観察 2.3 （逆は別の主張である）

しばしば「  ならば梳かせる」と併せて語られるが、これは (1) の帰結ではない。(1) は、零点が無
い場合に総和が空和として  になることと  が両立すると言うだけであり、そのような場が作れる
とは言っていない。

確立された事実 2.4（逆・ホップ）：連結な滑らかな閉多様体  が消えない接ベクトル場を持つための必要十分
条件は  である。十分性の側は構成を要する別の定理であり、連結性を仮定に含む。

観察 2.5 （三つ目の対）

論文126 は存在定理が存在しか与えないことを述べ、論文127 は一意性定理が柵の内側にしかないこと
を述べた。本稿が扱うのは必要と十分である。片方向の定理を双方向に読むのは、値段を払わずに商品
を持ち帰ることである。

3. 指数の総和は、零点の個数ではない

観察 3.1 （よくある言い換えの誤り）

 から「球面には必ずつむじが二つできる」と言われることがある。これは誤りである。(1) が
縛るのは指数の総和であって零点の個数ではない。

構成 3.2（零点ひとつ、指数 ）：北極  からの立体射影で  を平面と同一視し、平面上の定ベクトル場
を  へ押し出す。定ベクトル場は平面上で消えないから、  上の零点は  ただ一つである。南極からの座標

 に移すと、押し出された場は定数倍を除いて

となる。原点を囲む円上での偏角の巻き数が指数であり、本稿では半径 、 、  の円上で数値的に
 を得た。したがって

が零点ひとつで満たされる。（証明終）



観察 3.3 （何が数えられているか）

 はつむじの本数ではなく回転の回数である。一つの語（「 」）が、二つの別の量の名として使われて
いる。指数は符号を持つ——指数  と  の零点を二つ持つ場も (1) を満たす。総和が縛られているだ
けで、内訳は自由である。

4.  と  を、関数として比べる

観察 4.1 （論文01 の  はどこから来たか）

論文01 は  の単位球内の質量を

と計算した。この  は体積要素  の  であり、  である。すなわち三次元における方向
の空間の体積である。

観察 4.2 （比べ方）

二つの数が一致したとき、同じ根かどうかは、両方を関数として書いて動かせば分かる（論文124 の道
具）。動かす変数は周囲の次元  である。

確立された事実 4.3（照合表）：本稿で  から  まで記号計算により照合した。



一致

2 ──

3 一致

4 ──

5 ──

6 ──

7 ──

8 ──

9 ──

 でも一致しない。一致するのは  のただ一点である。

観察 4.4 （一点で交わる二つの関数は、同じ関数ではない）

左の列は上がって下がる実数列であり（  で最大、以後  へ向かう）、右の列は  と  を往復する
二値列である。片方は  が支配し、片方はパリティが支配している。論文115 は前者が二本の階段に分
かれることと、その分離の根が  にあることを示した。後者はその階段に乗っていない。

そして一点で交わることは、根が同じであることの証拠にはならない。論文100 は共鳴は署名であって証明では
ないと述べた。一点の一致は、共鳴の中でも最も弱いものである。

5. 分ける実例——トーラスと半径

観察 5.1 （トーラスが分ける）

全立体角  はどの多様体を見ているかに依らない。それは三次元における方向の空間  の体積であっ
て、  の量ではないからである。一方  は  の量である。



全立体角（方向の空間）

種数  の閉曲面

 で一致するのは、そこで多様体が方向の球面そのものだからである。

観察 5.2 （半径が分ける）

半径  の丸い球面では、面積は 、ガウス曲率は  であり、

は  に依らない（本稿で確認）。だが「  が面積である」が成り立つのは  のときだけである。

したがって  という鎖の、一つ目の等号と二つ目の等号は身分が違う。二つ目は位相で
ある。一つ目は単位半径という規約を挟んでいる。論文67 はこれを本文で正しく述べている——「計量に依ら
ない不変量は曲率積分であり、丸い単位球面はそれを面積  として実現する」。本稿はそれを住所として書き
下すだけである。

6.  への四つの道は、別の許可証を要求する

観察 6.1 （同じ数、別の構造）

 への道 要る構造 要らないもの

三角形分割 滑らかさ・計量

ポアンカレ＝ホップ 滑らかな構造とベクトル場 計量

ガウス＝ボネ 計量 ベクトル場

指数定理（論文70） 楕円型作用素 ──



観察 6.2 （内容は独立性そのものである）

 がどの選択にも依らないという事実が、これらの定理の中身である。三角形分割の取り方に依らず、
ベクトル場の取り方に依らず、計量の取り方に依らない。同じ数に達することが驚きなのではなく、達
し方が自由であることが驚きである。

観察 6.3 （体系にとっての帰結）

ポアンカレ＝ホップは計量を要求しない。したがってそこから  の値は出てこない。  という数
が現れるのはガウス＝ボネの側であり、そちらは計量を要求する。「  が位相的である」と言うときの
位相は、  という整数までであって、  という実数までではない。

7. 住所を書き直す

観察 7.1 （何が正しく、何が言い過ぎか）

論文67 の主張は二つに分かれる。

主張 身分

（丸い単位球面上で） 恒等式（保つ）

 は計量に依らない 事実（保つ）

論文01 の  の値が位相によって強制される 住所が違う

観察 7.2 （強制しているのは何か）

論文01 の  を強制しているのは周囲の次元が三であることである。  を動かせば 

と動く。  の側は  としか動かない。動き方が違う以上、一方が他方を強制してはいな
い。



観察 7.3 （論文67 は本文で既にブレーキを踏んでいる）

論文67 は「ここで算術的な一致以上のことは主張しない：論文48と同様、異なる規格化定数を安易に
同一視してはならない」と書いている。そのブレーキは正しい。本稿が加えるのは、そのブレーキを要
旨まで通し、住所を数で書いたことである。

観察 7.4 （高次元の錨について）

論文67 は高次元の錨をチャーン＝ガウス＝ボネの  に接続した。論文48 第3版は、その切り方を
 に置き直している——  はパフィアンの反対称化因子という一つの塊であり、そこか

ら  を引き剥がして  を作ることはできない。数値は変わらない。変わるのは、どこに切れ目が
あるかである。

観察 7.5 （それでも残るもの）

 が位相的に固定されるという事実はそのまま残る。残らないのは  という実数がそこから出
てくるという読みである。整数は位相が決め、実数は計量と次元が決める。

8. 結論

1. ポアンカレ＝ホップが与えるのは片側だけである（観察2.2）。等式から出るのは必要性のみであり、逆は
連結性を仮定する別の定理である（事実2.4）。論文126（存在）・論文127（一意性）に続く三つ目の対であ
る。

2. 指数の総和は零点の個数ではない（構成3.2）。  上に零点ひとつ・指数 の場が作れる（巻き数を三つの
半径で確認）。「つむじが二つ」は誤りである。

3.  と  は、関数として一点でしか交わらない（事実4.3）。  から  まで照合して一致は  の
み。片方は  が支配する実数列、片方はパリティが支配する二値列である。

4. 分ける実例が二つある（第5節）。トーラスでは全立体角  と  が分かれる。半径では  が不
変で面積が動く——鎖の一つ目の等号は単位半径という規約を挟んでいる。

5.  への四つの道は別の許可証を要求する（観察6.1）。ポアンカレ＝ホップは計量を要求しない。ゆえにそこ
から実数  は出てこない。

6. 住所を書き直す（第7節）。論文01 の  の住所は 、論文115 の偶の階段である。  は同じ数
に達する別の道である。論文67 が本文で踏んだブレーキを、要旨まで通した。



7. 高次元の錨の切り方は、論文48 第3版が  に置き直している（観察7.4）。数値は変わらない。

結び：整数は位相が決め、実数は計量と次元が決める。  は位相である。  は三次元における方向の
空間の体積である。両者が同じ数に達するのは、三次元という一点においてだけである。一点で交わる二つの
関数を、同じ関数と呼んではならない。
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