
渦線が終われないのは、法則ではなく恒等式である
— ヘルムホルツの三定理は同じ値段ではない：  と  の別根、そして  はどこにあ

るか（山岸・渦の点呼） — [論文130]
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From thinking to syncing.

要旨

「ヘルムホルツの渦定理」という一語が、値段の違う三つの言明を指している。本稿はそれを点呼し、それぞ

れが何を要求するかを書く。新しい数学定理も新しい物理法則も主張しない。 第一に、第一定理は恒等式であ

って、法則ではない。「渦線は流体の中で終われない」は  から従い、そして  である以上、
これは任意の滑らかなベクトル場について成り立つ恒等式である（本稿で記号計算により確認）。オイラー方程

式も、非圧縮性も、順圧性も使っていない。値段はゼロである（第2節）。 第二に、これが本稿の芯の一つ。

 と  は別根である。式の形は同じだが、渦度は定義により回転であり、磁場はそうではな

い。マクスウェルにおいて  は基本場であり、  は法則——それがあるからこそ  をベクトルポテン
シャルの回転として書ける。磁気単極子を認めれば右辺はゼロでなくなり、  は大域的には回転でなくなる。

渦度にはその選択肢が無い。分けるのは、どちらの場が基本量かである（第3節）。 第三に、ケルヴィンの循環

定理は三つの仮定を担いでいる——非粘性・順圧・保存力。三つとも反例がある。粘性があればラム＝オセー
ン渦の循環は減衰する（本稿で  のとき時間微分が負であることを確認）。順圧でなければ傾圧トルクが渦

度を生む（本稿で 、  について  を明示）。第一定理と第三定理は、同じ人の名を

冠しながら、値段が違う（第4節）。 第四に、これが本稿の芯のもう一つ。  は定理の側には無い。ヘルムホル

ツの三定理のどこにも  は現れない。現れるのはビオ＝サヴァールの式、すなわち渦度から速度を復元する式
である。そしてその  はラプラシアンのグリーン関数の定数であり、次元とともに動く（本稿で  から 

まで表にした）。ゆえにそれは 、すなわち立体角であり、ポアソン方程式の  と同じものである

（論文35・128）。  は定理ではなく逆問題に住んでいる（第5節）。 第五に、同じ  について、次元を選ぶ事

実と選ばない事実が同居している。渦度伸長項は2次元で恒等的に消える（本稿で確認）——論文03 が記録し
たとおり、これは次元を選ぶ側である。ところが  はどの次元でも成り立つ。一つの場について、二

つの事実が別の資格を持っている（論文114）（第6節）。
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本稿の射程：新しい数学定理も新しい物理法則も主張しない。ヘルムホルツ（1858）、ケルヴィン（1869）、ビオ

＝サヴァール、傾圧トルク、ラム＝オセーン渦はいずれも標準的である。本稿が加えるのは、三定理を恒等式と
条件つき法則に仕分けたこと、  と  を別根と判定し分離子を書いたこと、  の住所を逆問題
の側に置いたこと、同じ場が二つの資格の事実を持つことを示したことだけである。  に新しい意味を読み込ま
ない（論文46・101）。

1. 記法と位置づけ

速度場を 、渦度を 、閉曲線  まわりの循環を  と書く。

ヘルムホルツの三定理（標準）：(I) 渦管の強さは管に沿って一定であり、ゆえに渦線は流体の中で終われない。
(II) 渦線は流体とともに動く。(III) 渦管まわりの循環は時間的に一定である（ケルヴィンの循環定理）。

位置づけ：既存の定理を並べ、その値段を書く。新しい定理は主張しない。論文17 は別根と言うのは半分であ
り、住所を書いて初めて検査可能になると述べた。本稿は「渦定理」という一語について、それを行う。

2. 第一定理は恒等式である

確立された事実 2.1（回転の発散は消える）：任意の二回連続微分可能なベクトル場  について

検算 2.2：本稿では、成分を任意の未知関数としたまま (1) が  になることを記号計算で確認し、さらに二つの
具体的な場についても  を得た。方程式を一つも仮定していない。（証明終）

観察 2.3 （ゆえに第一定理は何も要求しない）

渦度は定義により  である。したがって  は (1) の直接の帰結であり、

オイラー方程式も、非圧縮性も、順圧性も、非粘性も要らない

粘性流体でも、圧縮性流体でも、乱流でも成り立つ。「渦線は流体の中で終われない」は運動学であって力学で
はない。



観察 2.4 （等号の身分）

論文16 は等号が六つの根を持つと述べた。ここでの  は「経験則」でも「条件式」でもなく、恒等
式である。値段がゼロだということは、内容もその分だけ少ないということである。

3.  と  は別根である

観察 3.1 （形は同じである）

磁束密度についてのマクスウェルの一本  は、(1) と見た目が同じである。どちらも「湧き出し
が無い」と読める。磁力線も渦線も、途中で終われない。

観察 3.2 （だが根が違う）

基本量はどちらか （  は導出量）  自身

 の身分 恒等式 法則

右辺が非零になりうるか ありえない ありうる（磁気単極子）

ポテンシャルの存在 定義から自明 法則の帰結

観察 3.3 （分離子）

分けるのは「その場が回転であることに失敗しうるか」である。  については失敗しうる——磁気単極
子を認める理論では  となり、  は大域的にはベクトルポテンシャルの回転でなくなる
（ディラック 1931）。  については原理的に失敗しえない——それは仮定できる場ではなく、  の回転
という定義そのものだからである。



観察 3.4 （体系の中の同型）

これは論文107 が第二定理について述べた形と近い——局所対称性は恒等式（ビアンキ恒等式）を強制
し、恒等式は保存則と身分が違う。  は、その最も初等的な例である。そして恒等式は、検
証すべき主張ではない。

4. ケルヴィンの定理は三つの仮定を担いでいる

確立された事実 4.1（ケルヴィンの循環定理）：非粘性、順圧（ ）、保存力の三条件のもとで、流体とと
もに動く閉曲線まわりの循環は時間的に一定である。

検算 4.2（順圧を落とすと壊れる）：渦度方程式には傾圧項  が現れる。本稿では 、

について

を得た。等密度面と等圧面が交わるところで、渦度が生まれる。一方  とすれば同じ外積は恒等的に消
える（本稿で確認）。海風が立ち上がるのは、この項による。（証明終）

検算 4.3（非粘性を落とすと壊れる）：ラム＝オセーン渦では、半径  の固定円を通る循環が

であり、本稿では

を得た。  でのみ  となる（本稿で確認）。循環が保存されるのは、粘性がゼロのときだけであ
る。（証明終）

観察 4.4 （値段表）



何を要求するか 身分

第一定理（渦線は終われない） 何も要求しない 恒等式

第二定理（渦線は流体とともに動く） 非粘性・順圧・保存力 条件つき法則

第三定理（循環は一定） 非粘性・順圧・保存力 条件つき法則

同じ人の名を冠した三つが、二つの圏に分かれている。論文126 は存在定理は存在しか与えないと述べ、論文
129 は数学が形を与え物理が目盛りを与えると述べた。ここでは、第一定理が数学、第二・第三定理が物理で
ある。

5.  はどこにあるか

観察 5.1 （定理の側には無い）

ヘルムホルツの三定理の言明のどこにも  は現れない。第一定理は恒等式であり、第二・第三定理は
保存の言明である。どちらも数を含まない。

観察 5.2 （現れるのは復元の式である）

 から  を復元するとき、ビオ＝サヴァールの形

が現れる。これは磁気静力学の式と同じ形である（そこでは ）。  はここにある。

検算 5.3（その  は立体角である）：  はラプラシアンのグリーン関数の定数である。本稿では  が
原点の外で調和であり、勾配の球面流束が半径によらず  であることを確認した。さらに  次元では定数が

 になる。
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定数は次元とともに動く。ゆえにそれは 、すなわち立体角である——論文128 が  に置いた
住所と同じであり、論文35 が事実の側に置いたポアソン方程式の  と同じものである。（証明終）

観察 5.4 （住所は逆問題である）

 から  を求めるのは逆問題である。体系はこの一族を持っている——散乱（論文89）、境界（論文
99）、統計（論文106）。ビオ＝サヴァールはその最も素直な成員であり、  はそこに住んでいる。

ゆえに「渦定理の 」という言い方は住所を間違えている。  は定理ではなく、定理から場を復元する道具の
側にある。

6. 同じ場が、二つの資格の事実を持つ

検算 6.1（渦度伸長は次元を選ぶ）：渦度方程式の伸長項  について、本稿では二次元流
 に対して恒等的にゼロになること、三次元ではそうならないことを記号計算で確認し

た。（証明終）

観察 6.2 （だが恒等式は次元を選ばない）

 はどの次元でも成り立つ。使っているのは偏微分の交換だけであり、次元の情報を一つも参
照していない。



観察 6.3 （一つの場、二つの資格）

論文114 は次元を選ぶ側と選ばない側を分けた。  という一つの場について、選ぶ事実（伸長）と選ば
ない事実（発散が消えること）が同居している。論文03 は前者を記録した。本稿は、後者がそれと資格
を異にすることを書く。

そして三次元の未解決性は、選ぶ側にある。渦度が有限時間で発散しうるかという問いは伸長項の側の問いで
あって、第一定理の側の問いではない。恒等式は、何も未解決にしない。

7. 結論

1. 第一定理は恒等式である（検算2.2）。  は任意の滑らかな場について成り立ち、方程式を一
つも仮定しない。「渦線は終われない」は運動学であって力学ではない。

2.  と  は別根である（観察3.2）。分離子は「その場が回転であることに失敗しうるか」
——磁場は失敗しうる（磁気単極子）、渦度は定義ゆえ失敗しえない。

3. ケルヴィンの定理は三つの仮定を担いでいる（第4節）。順圧を落とせば傾圧トルクが渦度を生み（
）、粘性を入れれば循環は減衰する（ラム＝オセーン、 ）。同じ名を冠した三つが

二つの圏に分かれる。

4.  は定理の側には無い（第5節）。現れるのはビオ＝サヴァール、すなわち復元の式である。その定数は次
元とともに動き（  から  で確認）、  すなわち立体角である（論文35・128）。  の住所は逆
問題である（論文89・99・106）。

5. 一つの場が二つの資格の事実を持つ（第6節）。伸長は次元を選び（2次元で恒等的に消える）、発散が消え
ることは次元を選ばない。三次元の未解決性は、選ぶ側にしかない。

結び：値段を書かずに定理を並べてはならない。ヘルムホルツの名を冠した三つのうち、一つは何も要求せ
ず、二つは三つずつ要求する。そして  を探すなら、定理ではなく、そこから場を復元する式を見るべきであ
る。指差した先に無いのは、指の向きが違うからである。
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