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要旨

論文148 は「点」に五つの別根を挙げ、分離子はどの試験対象から射を入れるかであると書いた。本稿は六つ

目を置く——そしてその六つ目は、実例がひとつも無いことがありうる。新しい数学定理は主張しない。 第一

に、開集合の代数は排中律を満たさない。シェルピンスキー空間で  とすると 、  であ
り  に戻らない（本稿で計算）。実数直線でも  に対し  である（第2節）。 第二

に、これが本稿の芯である。点は開集合からは復元できない。二点の密着空間は点を  個もつが、その枠（開

集合の代数）の点は  個しかない（枠から二元枠への準同型を全数列挙して確認）。三点で二点を貼り合わせた

空間も  に対し  である（第3節）。 第三に、空間が素（sober）なら点は戻る。シェルピンスキー空間は  に
対し 、二点・三点の離散空間も一致する。分離子は「空間か局所体か」ではなく、素であるかどうかである

（第4節）。 第四に、点がひとつも無い局所体がある。完備ブール代数の点は原子に対応する。単位区間の測度

代数は無原子であり、二等分を続けると  と正のまま小さくなって最小の非零元に達し

ない。したがって点はゼロ個である——それでも代数は非自明で、豊かな束と測度をもつ（第5節）。 第五に、
「点」の六つ目の根が置かれる。局所体の点とは二元枠への枠準同型である。そして論文148 の五つと違い、

これは存在しないことがありうる——空でない概型は必ず点をもつが、空でない局所体はもたないことがある

（第6節）。

本稿の射程：新しい数学定理は主張しない。枠と局所体、素性、ハイティング代数、無原子完備ブール代数に点
が無いこと（アイズベル、ジョンストン）はいずれも標準的である。本稿が加えるのは、点の個数を有限の枠で
全数列挙して数として示したこと、分離子が素性であると書いたこと、論文148 の点呼に「実例が無いことがあ
りうる」段を加えたことだけである。空間が実在しないとも、点が虚構だとも主張しない。
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1. 記法と位置づけ

位相空間の開集合全体を枠（完備ハイティング代数）と呼び、枠を反対向きに読んだものを局所体と呼ぶ。局
所体の点とは、枠から二元枠  への枠準同型（底と頂を保ち、有限交わりと任意の和を保つ写像）であ
る。

位置づけ：論文153 は写像の個数、論文154 は添字の有向性を分離子とした。本稿の分離子は素性である——そ
して論文148 の「点」の点呼を一段延ばす。

2. 開集合の代数は排中律を満たさない

検算 2.1：シェルピンスキー空間（開集合は 、 、 ）で

（補集合の内部）

 か いいえ

（証明終）

観察 2.2

実数直線でも同じことが起きる。  の補集合の内部は 、その補集合の
内部は  であり、点  が戻ってくる。

観察 2.3

開集合の代数はハイティング代数であってブール代数ではない。「二重否定は恒等でない」——そして
その差が、いま消したはずの点である。

3. 点は、開集合からは復元できない

検算 3.1：有限の枠について、二元枠への枠準同型を全数列挙すると



空間 開集合の個数 局所体の点 復元されるか

二点・密着 2 2 1 いいえ

二点・シェルピンスキー 2 3 2 はい

二点・離散 2 4 2 はい

三点・二点を貼り合わせ 3 3 2 いいえ

三点・離散 3 8 3 はい

（証明終）

観察 3.2

二点の密着空間の枠は二元枠であり、それは一点空間の枠にほかならない。したがって開集合をいくら
眺めても、二点の密着空間と一点空間は区別できない。

観察 3.3

「空間とは点の集合に位相を入れたものである」は、ここですでに破れている。開集合が覚えているの
は、位相的に区別できる点だけである。

4. 素なら、点は戻る

観察 4.1

検算3.1 の表で、シェルピンスキー空間と離散空間はいずれも  をそのまま返した。有限空間は  で
あることと素であることが同値であり、個数はそれに一致している。



観察 4.2

分離子は「空間か局所体か」ではない。素であるかどうかである。素性とは、点が復元できるための条
件の名前である——そして実数直線もハウスドルフ空間も素であるから、日常の空間では何も失われな
い。

5. 点がひとつも無い局所体

事実 5.1：完備ブール代数の点（二元枠への枠準同型）は、その原子に一対一に対応する。

検算 5.2：単位区間の測度代数（ボレル集合を零集合で割ったもの）は無原子である。正の測度をもつ元は必ず
正の測度をもつ真部分に割れるからで、二等分を繰り返すと

回数 残りの測度

1

3

10

20

といつまでも正のままであり、最小の非零元に達しない。（証明終）

観察 5.3

原子が無いのだから、点はゼロ個である。それでもこの局所体は自明ではない——非可算個の元をも
ち、束としての構造をもち、その上に測度が乗っている。ただ、点と呼べるものが何も無いだけであ
る。

観察 5.4

「点の空間」が空でありながら、空間そのものは空でない。これは病的な作り物ではなく、確率論が毎
日使っている代数である。



6. 「点」の六つ目の根

観察 6.1

名 何であるか 出典

位相空間の点 素イデアル 論文148

閉点 極大イデアル 論文148

生成点 イデアル 論文148

幾何的点 代数閉体からの射 論文148

肥った点  からの射 論文148

局所体の点 二元枠への枠準同型 本稿

観察 6.2 （六つ目だけが持つ性質）

空でない概型は必ず点をもつ（非零環には素イデアルがある）。ところが空でない局所体は、点をひと
つも持たないことがある（検算5.2）。一語の六つの根のうち、実例が空になりうるのはこれだけであ
る。

観察 6.3

論文148 は分離子が「どの試験対象から射を入れるか」だと書いた。ここでの試験対象は二元枠であ
り、空間によってはその射が一本も無い。「点」という語には、実例がゼロの場合がある。

7. 結論

1. 開集合の代数は排中律を満たさない（検算2.1）。二重否定は恒等ではない。

2. 点は開集合からは復元できない（検算3.1）。二点の密着空間は  に対し 。

3. 素なら戻る（観察4.1）。分離子は素性である。



4. 点がひとつも無い局所体がある（検算5.2）。無原子測度代数。

5. 「点」の六つ目の根が置かれる（観察6.1）。

6. 六つ目だけが、実例ゼロでありうる（観察6.2）。

結び：空間を点の集まりだと思うのは、素な空間で育った習慣である。開集合だけを持って歩くと、点は復元
できたりできなかったりし、まったく無いこともある——そのとき失われるものは何も無い。測ることも、包
含を追うことも、和と交わりを取ることも、すべてできる。点は、空間の材料ではなく、空間から取り出せる
こともある結果であった。
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