
「小さい」は二つあって、両立しない
— 測度と範疇：実数直線は、互いに「ほとんど無い」と言い合う二つに分けられる — [論文176]

山岸 勇輝 (Yuuki YAMAGISHI)

Yamagishi Complexity Torus Lab, Japan｜山岸勇輝ラボ
2026年8月

From thinking to syncing.

要旨

「ほとんどすべて」「ほとんど無い」という言い方には、二つの別の意味がある。測度で測った小ささと、範疇

（ベールの意味）で測った小ささである。本稿はそれを点呼し、二つが逆の答を出すことを数で示す。新しい

数学定理は主張しない——いずれも標準的な内容である。 第一に、可算集合では二つが一致する——だから同
じ言葉で呼ばれてきた（第2節）。 第二に、太いカントール集合は疎なのに測度  である。  段で残る測度は

、最長の区間は ——範疇では無に等しく、測度では半分を占める（第3節）。 第

三に、逆向きの例もある。有理数を  で覆うと、開かつ稠密でありながら測度は  以下（  で測度

、補集合が ）（第4節）。 第四に、これが本稿の芯である。実数直線は、測度零の集
合と第一類の集合の和に分けられる。一方は測度から見て「無」で範疇から見て「全部」、他方はその正反対で

ある（第5節）。 第五に、名前のついた証人がリウヴィル数である。被覆の測度の上界は  で発散し、

 で 、  で  と落ちる——測度零でありながら、範疇では「ほとんどすべて」である（第5

節）。 第六に、第三の「小さい」もある。三分カントール集合は測度零でありながら、ハウスドルフ次元は
 で零ではない（第6節）。

本稿の射程：新しい数学定理は主張しない——ベールの範疇定理、太いカントール集合、測度零と第一類による
実数直線の分割（オクストビー）、リウヴィル数が稠密  かつ測度零であること、ハウスドルフ次元は、いずれ
も標準的である。またどちらの「小さい」が正しいかを判定しない——書けるのは、それぞれが何を測っている
かまでである。加えたのは二つを同じ検算の上に並べて逆を向かせたこと、太いカントール集合を論文168 から
持ち越して両側から測ったこと、リウヴィル数の測度の上界を実際に足し上げたことである。

1. 記法と位置づけ

集合が測度零であるとは、いくらでも小さい総長さの区間列で覆えることをいう。疎であるとは、閉包が内点
を持たないことをいい、第一類であるとは疎な集合の可算和で書けることをいう。補集合が第一類であると

— —



き、その集合を余第一類と呼ぶ。区間の和の測度は、重なりを併合して自前で計算した。

位置づけ：論文168 はリーマン可積分性を決めるのが不連続点の測度であって稠密さではないと書いた。本稿
はその隣に立つ——そもそも「小さい」が二つあり、その二つが食い違う。

2. 一致する場合

観察 2.1

可算集合は測度零である。そして第一類でもある——一点は疎であり、それが可算個あるだけだからで
ある。

集合 測度 範疇

整数全体 第一類

 の有理数 第一類

有限集合 第一類

観察 2.2

ここまでは二つの語が同じ方を向いている。だから互いに置き換えて使われてきた。置き換えられな
い。

3. 疎なのに、測度 

検算 3.1：  から、第  段で各区間の真ん中の長さ  を取り除く（論文168 で作ったものと同じ集合であ
る）。



段 区間の個数 残る測度 最長の区間

測度は  に収束し、最長の区間は  に落ちる。（証明終）

観察 3.2

最長の区間が  に落ちるということは、この集合が区間を一つも含まないということである——すなわ
ち疎であり、したがって第一類である。それでいて測度は半分を占める。

観察 3.3

範疇の目から見れば無に等しく、測度の目から見れば直線の半分である。

4. 稠密なのに、測度がいくらでも小さい

検算 4.1：  の有理数を並べ、  番目のまわりに長さ  の区間を置く。和集合は開かつ稠密であり、測度
は  以下である。

被覆の測度 補集合の測度



（有理数は分母  まで、  個を並べた。証明終）

観察 4.2

被覆はすべての有理数を囲むから稠密であり、その測度はいくらでも小さくできる。補集合は長さのほ
とんど全部を持ちながら、開区間を一つも含まない。

観察 4.3

数値実験では有理数の並べ方を有限で打ち切っているため、補集合に見かけの「隙間」が残る。それは
実験の打ち切りによるもので、無限まで取れば消える。

5. 芯：直線は、互いに「ほとんど無い」と言い合う二つに分かれる

観察 5.1

 を  とした第4節の被覆とし、  と置く。

 は各  に含まれる ゆえに測度 、すなわち測度零

 は稠密開集合の可算交叉 ゆえに余第一類（補集合が第一類）

観察 5.2

したがって直線は次のように分かれる。

測度から見ると 範疇から見ると

（無に等しい） ほとんどすべて

 の補集合 ほとんどすべて 第一類（無に等しい）



観察 5.3

二つの語は、単に違うのではない。この一組に対して正反対の判定を下す。片方の目に「ほとんどすべ
て」と映るものが、もう片方の目には「ほとんど何も無い」と映る。

検算 5.4：名前のついた証人がある。リウヴィル数は、まさにこのような稠密  をなす。被覆の測度の上界（
 まで足し上げた）は次のとおり。

判定

発散する

有限

有限

 とともに落ちる

（証明終）

観察 5.5

 で上界は有限になり、  とともに落ちる。したがってすべての  にわたる交叉は測度零である。
ところが各段は開かつ稠密だから、その交叉は余第一類である。リウヴィル数は、測度から見れば無
く、範疇から見ればほとんどすべてである。

観察 5.6

同じ現象が、より有名な形でも起きている——正規数の全体は測度  を持ちながら、第一類である（ボ
レル 、および範疇についての標準的な結果）。「ほとんどすべての数は正規である」と「典型的な
数は正規でない」は、どちらも真である。本稿はこの範疇の側を計算していない——標準的な事実とし
て引くにとどめる。

6. 第三の「小さい」

検算 6.1：三分カントール集合を見る。



測度

ハウスドルフ次元

それは零か いいえ

対比として、太いカントール集合は測度 、次元  である。（証明終）

観察 6.2

「可算  測度零  次元零」という鎖は成り立たない。三分カントール集合は非可算で、測度零で、し
かも次元は正である（論文94 が「次元は一つではない」と書いたのと同じ場所である）。

7. 点呼

観察 7.1

「小さい」 意味 他との関係 証人

可算 点が数えられる 測度零かつ第一類 二つが一致する場合

測度零 長さが 第一類とは限らない リウヴィル数（余第一類）

第一類 疎な集合の可算和 測度零とは限らない 太いカントール（測度 ）

次元零 ハウスドルフ次元 測度零より強い 三分カントールは 

観察 7.2

どちらを使うかは、何を問うているかで決まる。確率と解析は測度を採り、「典型的」「一般の場合」を
論じるときは範疇を採る。同じ「ほとんど」という語が、二つの帳簿を指している。

8. 結論



1. 可算集合では二つが一致する（観察2.1）。

2. 疎なのに測度 （検算3.1）：最長の区間 。

3. 稠密なのに測度 （検算4.1）。

4. 直線は測度零と第一類に分かれる（観察5.2）：互いに「ほとんど無い」と言い合う。

5. リウヴィル数がその証人（検算5.4）：  で上界 。

6. 測度零は次元零ではない（検算6.1）： 。

結び：「ほとんどすべての点で成り立つ」と読んだら、次に問うべきはどちらの帳簿かである。測度と範疇は、
直線という同じ場所を、互いに反対から眺めている——そして、どちらも間違ってはいない。
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