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要旨

各点連続と一様連続は、  と  を入れ替えただけで別物になる。本稿は「連続」を五つに点呼し、  が  に答え

る形が、種類そのものであることを数で示す。新しい数学定理は主張しない——いずれも標準的な内容であ

る。 第一に、  を  で取ると  である（実測が予測と全桁一致）。  で
——下限は  に落ち、一様連続にならない（第2節）。 第二に、柵はコンパクト性である。同じ

関数を  に載せると下限は  が何であれ正になる（  でも ）（第3節）。 第三に、これが

本稿の芯である。  を  に対して測った傾きは、ヘルダー指数の逆数そのものである——  で 、

 で 、  で 、  で （第4節）。 第四に、どの冪よりも悪い連続もある。  の  は
 で 、すなわち  と全桁一致する——一様連続でありながら、どのヘルダー指数も持た

ない（第5節）。 第五に、そしてこれがブレーキである。一様連続は絶対連続ではない。カントール関数はすべ

ての隙間で傾き  でありながら、ちょうど  だけ上がる（隙間の総長 ）（第6節）。

本稿の射程：新しい数学定理は主張しない—— -  の定式化、ハイネ＝カントールの定理、ヘルダー連続、カント
ール関数が絶対連続でないことは、いずれも標準的である。また -  を批判しない——示すのは、その定義がど
れだけ多くを区別しているかである。加えたのは  の下限を実際に測って落ち方を出したこと、  対  の傾
きがヘルダー指数の逆数に一致することを数値で確かめたこと、どの冪よりも悪い連続の  を測ったこと、カン
トール関数の隙間で傾きが  であることと隙間の総長を並べたことである。

1. 記法と位置づけ

 が点  で連続であるとは、任意の  について、任意の  について、ある  が存在して、  なら
 となることをいう。一様連続であるとは、任意の  について、ある  が存在して、任意の  に

ついて同じことが成り立つことをいう。語は同じで、  と  の順序だけが違う。  は二分法で測った。

— —



位置づけ：論文171 は最小二乗の柵が線形性であると書き、論文173 は小平の柵が整数性であると書いた。本稿
はその三本目である——柵はコンパクト性である。なお論文154 が扱ったのは極限操作の順序であり、本稿が扱
うのは量化子の順序である——別の順序であるから、衝突しない。

2.  と  を入れ替えると、別の性質になる

検算 2.1：  を開区間  で取り、  に対する  を各点で測る。

実測した 

——

——

——

実測と閉じた式が全桁で一致する。（証明終）

観察 2.2

 が  に近づくと  は  のように落ちる。すべての  に同時に効く一つの  は存在しない。

観察 2.3

したがって  はどの点でも連続であり、一様連続ではない。関数は何も変えていない——量化子を並べ
替えただけである。

3. 柵はコンパクト性である

検算 3.1：同じ関数を閉区間  に載せ、  点で  の下限を測る。



 の下限

 が何であれ、下限は厳密に正である。（証明終）

観察 3.2

これがハイネ＝カントールの定理である——コンパクト集合の上では、連続は自動的に一様連続にな
る。柵はコンパクト性であり、  の側が開いていることが、それを壊していた唯一の原因である。

4. 芯：  が  に答える形が、種類そのものである

検算 4.1：一様連続な関数について、  を  に対して測った傾きを出す。

関数  での 傾き 種類

リプシッツ

リプシッツ

ヘルダー 

ヘルダー 

（証明終）

観察 4.2

傾きは、ヘルダー指数の逆数そのものである。リプシッツなら 、ヘルダー  なら 、  なら 。



観察 4.3

 が  にどう答えるかは、証明の細部ではない——それが分類そのものである。「連続だ」と言うとき、
答え方の速さまで言っていることになる。

5. どの冪よりも悪く、それでも一様連続

検算 5.1： （  と定める）を  で取る。

 の近くでの 

全桁で一致する。（証明終）

観察 5.2

 は  のように落ちる——どんな  に対しても  より速い。一様連続でありながら、ヘルダー指数
を一つも持たない。「一様」は「冪で答える」を意味しない。

6. ブレーキ：一様連続は、絶対連続ではない

観察 6.1

カントール関数は  で連続であり、したがって一様連続である。そして  から  まで上がる。

検算 6.2：取り除かれた真ん中の区間の上で、差分商を測る。



隙間 左端での 右端での 傾き

検算 6.3：その隙間の総長。

（  段まで）

（証明終）

観察 6.4

隙間は測度  を埋め尽くす。したがって  がほとんど至るところで成り立ち、それでいて  はち
ょうど  だけ上がる。  の積分は 、上がり幅は ——微分積分学の基本定理が成り立たない。

観察 6.5

一様連続では足りなかった。必要なのは絶対連続であり、カントール関数はその差の標準的な証人であ
る。

観察 6.6

これは論文168 と矛盾しない。論文168 が「ゲージ積分はすべての導関数を復元する」と書いたのは、
至るところ微分可能な関数についてである。カントール関数はカントール集合の上で微分可能でないか
ら、その定理の仮定を満たしていない。定理の柵は、ここでも効いている。



観察 6.7

そして「ほとんど至るところ」という語は、論文176 の意味で読むべきである——ここで消えているの
は測度であって、範疇ではない。

7. 点呼

観察 7.1

種類 量化子／形 分離子 証人

各点連続  が  に依ってよい  on 

一様連続  が  に依らない コンパクトなら自動

ヘルダー 冪で答える  は傾き 

リプシッツ 線形に答える 傾き 

絶対連続 区間の和で言う 基本定理が成り立つ カントール関数が反例

観察 7.2

五つは強さの階段である——ただし一段ごとに理由が違う。一段目と二段目を分けるのは量化子の順
序、二段目と三段目を分けるのは答え方の速さ、四段目と五段目を分けるのは基本定理が成り立つかど
うかである。

8. 結論

1.  の下限は  に落ちる（検算2.1）：  で 、閉じた式と全桁一致。

2. 柵はコンパクト性（検算3.1）：  では  が何であれ下限は正。

3. 傾きはヘルダー指数の逆数（検算4.1）： ／ ／ 。

4. どの冪よりも悪い一様連続がある（検算5.1）： 。



5. 一様連続は絶対連続でない（検算6.2・6.3）：傾き  のまま  だけ上がる。

結び： -  は、読みにくい形式ではなく、区別を運ぶ器である。どこに  を置き、どこに  を置くか——その一
箇所の違いが、五つの別々の性質を切り分けている。形式が煩わしく見えるとき、たいていは、その形式が守
っている区別のほうを見ていない。
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