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要旨

デルタに要求される性質を、どんな関数も持てない。本稿はそれを構成的に示し、デルタが値の集まりではな

く写像であることを数で確かめる。新しい数学定理は主張しない——シュワルツ以来の標準的内容である。 第

一に、一点での値は積分を動かせない。面積を  に保ったまま幅を縮めると、高さは  から  へ際限なく上
がり、  での値は途中で  に落ちる——各点の極限は求めているものではない（第2節）。 第二に、これ

が本稿の芯である。箱型・ガウス型・シンク型の三つを幅  で並べると、  での値は 、 、

 と三者三様である。ところが試験関数に当てると、三つとも  に収束する（第3

節）。 第三に、したがって動かすべきものは試験関数の空間である。何に対して試すかを狭めると、通れる対
象が減る——測度はデルタを表せるが、  を返すデルタの微分は表せない（第4節）。

第四に、見返りは無かった微分である。階段関数の差分商は  で発散するのに、部分積分で試験関数に当

てると ——  と  で一致する（第5節）。 第五に、柵は積が定義できないことであ
る。近似列の二乗を当てると 、 、  と発散する（第6節）。

本稿の射程：新しい数学定理は主張しない——シュワルツの超関数論、デルタ列、超関数微分、そして超関数の
積が一般には定義できないこと（シュワルツの不可能性定理 ）は、いずれも標準的である。またディラック
を批判しない——  年に超関数の枠組みは存在せず、彼が使った対象はのちに厳密化された。加えたのは「ど
んな関数も持てない」を数で構成したこと、三つの近似列が各点でまるで違うのに試験関数には同じ答を返すこ
とを並べたこと、階段関数の超関数微分を部分積分で実際に計算したこと、二乗が発散する速さを測ったことで
ある。

1. 記法と位置づけ

試験関数として、滑らかで台がコンパクトな

— —



を用いる。左右非対称にしてあるのは、「原点で評価しただけ」の誤りが偶然一致してしまわないようにするた
めである。  である。

位置づけ：論文155 は点を持たない空間を扱い、点が開集合から復元できないことを示した。本稿はその対で
ある——こちらは、点の側に何も無いのに対象が在る場合である。

2. 一点での値は、積分を動かせない

観察 2.1

デルタには二つのことが同時に要求される——原点の外で消えることと、積分が  であること。

観察 2.2

一点だけで値を持つ関数は、その値がいくら大きくても積分に寄与しない。積分を  にするには幅が要
り、幅があれば原点の外で消えていない。二つの要求は、関数では同時に満たせない。

検算 2.3：面積を  に保ったまま幅を縮める。

幅 高さ 積分  での値

（証明終）

観察 2.4

積分は  のまま、各点の値は一点で無限へ、他のすべてで  へ走る。この列が各点収束する先は、求め
ているものではない。



3. 芯：各点でまるで違い、試験関数には同じ

検算 3.1：面積  の三つの族を、同じ幅  で比べる。

箱型 ガウス型 シンク型

観察 3.2

 では、箱型が 、ガウス型が 、シンク型が  である。関数としては互いに似ても似つか
ない。しかもシンク型は  でまだ  あり、各点収束すらしていない。

検算 3.3：同じ三つを、試験関数に当てる。

幅 箱型 ガウス型 シンク型

比較すべき値は  である。（証明終）

観察 3.4

三つとも同じ数へ向かい、その数は  である。シンク型は収束が遅く振動する（  前後で揺れて
いる）——各点で収束しない列でも、試験関数に当てれば同じ極限を持ちうる、ということである。



観察 3.5

したがって対象は値の集まりではない。値が試験関数に対して何をするかであり、そこでは三つが一致
している。デルタとは、写像  そのものである。

4. 動かすべきものは、試験関数の空間である

観察 4.1

 に何を許すかを変えると、その上で働ける対象の族が変わる。

試験関数 働ける対象 注

滑らか・台がコンパクト 超関数 いちばん広い

滑らか・急減少 緩増加超関数 フーリエ変換が内側に閉じる

連続・台がコンパクト 測度 デルタの微分は入らない

多項式だけ ごく僅か 試験が少なすぎて分離できない

検算 4.2：デルタの微分は、粗い試験では捉えられない対象を分ける。

 に作用させると デルタ その微分

返る数

デルタの微分は  を返す。（証明終）

観察 4.3

測度はデルタを表せるが、この  を返す対象は表せない。同じ記号が、何に対して試すかによっ
て別の対象を指す——それが分離子である。



5. 見返り：無かった微分が、在ることになる

検算 5.1：階段関数  の差分商。

発散する。古典的には原点で微分できない。（証明終）

検算 5.2：ところが部分積分で  を計算すると——

差

（証明終）

観察 5.3

階段関数の超関数微分は、デルタとまったく同じ働きをする。微分は存在しなかったのに、いま存在す
る——問いを値から作用へ移したからである。

観察 5.4

そしてこの見返りは、論文177 が扱った限界の隣にある——あちらではカントール関数が「至るところ
微分可能」の仮定を満たさず、基本定理が破れた。こちらでは、微分可能でない関数に微分が与えられ
る。どちらも、どの意味で微分と言っているかの問題である。



6. 柵：積は定義できない

観察 6.1

超関数はベクトル空間をなし、何度でも微分できる。ところが一般には掛け算ができない。

検算 6.2：近似列の二乗を試験関数に当てる。

幅

幅に反比例して増え、収束しない。（証明終）

観察 6.3

「デルタの二乗」は超関数ではない。柵は積が定義されないことであり、だからこの定義が買ったのは
微分であって代数ではない（シュワルツの不可能性定理  は、この障害が偶然でないことを述べて
いる）。

観察 6.4

これは論文168 と同じ形の取引である——あちらでは、極限で閉じることを買って絶対収束を払った。
こちらでは、何度でも微分できることを買って、掛け算を払った。

7. 点呼

観察 7.1



対象 何であるか できること できないこと

関数 各点の値 積も微分もできる 微分できないことがある

測度 集合に数を返す デルタは測度である デルタの微分は測度でない

超関数 試験関数に数を返す 何度でも微分できる 積が定義できない

観察 7.2

三つは強さの階段ではない——関数にできて超関数にできないことがあり、その逆もある。決めている
のは、何に対して試すかである。

8. 結論

1. 一点の値は積分を動かせない（検算2.3）：高さ  でも、  での値は 。

2. 各点ではまるで違う（検算3.1）：  で ／ ／ 。

3. 試験関数には同じ（検算3.3）：三つとも  へ。

4. デルタの微分は （検算4.2）： 。測度では表せない。

5. 階段関数に微分が与えられる（検算5.2）：差 。

6. 二乗は発散する（検算6.2）： 。

結び：デルタを「無限に高く無限に細い関数」と説明するのは、絵としては親切だが、どこを見るかを間違え
ている。見るべきは高さでも細さでもなく、試験関数に何を返すかである。そこを見れば、まるで違う三つの
列が同じ一つの対象を指していたことが、数で見える。
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