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From thinking to syncing.

要旨

本体系は論文01 以来  を書き続けてきた。ところがその立体角が測っている球の体積が、次元ととも

に消えてしまうことは、一度も書かれていない。本稿はそこを開ける——そして「次元の呪い」という一語

が、原因の違う複数のことを指していること、しかもそのうち最も鋭いものは呪いではないことを見る。新し
い数学定理は主張しない。 第一に、単位球の体積は  で最大となり、そこから落ちる。  で

 である（第2節）。 第二に、体積がどこへ行ったかは二つの別の話である。一つの物体の中では質

量が薄い皮に集まり（  で厚さ  の皮に ）、二つの物体を比べると球が立方体に完全に負け

る（  で ）（第3節）。 第三に、無作為な二方向はほとんど直交する。余弦の絶対値の平均は
 で  であり、  と一致した（第4節）。 第四に、人が「呪い」と呼ぶのはこれで

ある。最近傍と最遠傍の距離の相対差は  で  まで潰れ、「最も近い」が何も選ばなくなる（第5

節）。 第五に、これが本稿の芯である。その集中を裏から読むと恵みになる。  次元の  点を  次元へ

無作為に射影しても、  組すべての距離が平均  しか動かない——呪いと恵みは同じ定理であり、分か
れ目は関数に変わってほしかったかどうかだけである（第6節）。 第六に、柵は「何の周りに集中するのか」で

ある。  個の標準正規変数の最大値は集中するが、集中する先は  とともに増え続ける（第7節）。

本稿の射程：新しい数学定理は主張しない——球の体積、測度の集中、ジョンソン＝リンデンシュトラウスの補
題、高次元での最近傍の退化は、いずれも標準的である。機械学習の手法を評価しない。論文94・114 との関
係：94 は「次元」という語を位相次元・フラクタル次元・特別な整数次元に分けた。114 は対象が自分の次元を
知っているかで仕分けた。本稿は次元が大きいときに何が起きるかを問う——どちらとも別の問いである。論文
139 との関係：139 も「次元の呪い」に一度触れているが、あちらは経験測度の収束率の話であり、本稿の幾何と
は別の量である。加えたのは五つを「何についての言明か」で分けたこと、呪いと恵びが同じ集中の裏表である
ことを数で並べたこと、集中は平均の周りであって定数の周りではないという柵を測ったこと、体系が使い続け
てきた  の行方を書いたことである。

— —



1. 記法と位置づけ

 次元の単位球の体積を 、単位球面  の面積を  と書く。標本によ
る量はすべて自前の抽出であり、標本数を明記する。

位置づけ：論文01 の  唯一性から、論文116 の指数公式、論文36 の立体角まで、本体系は 

を繰り返し書いてきた。だがその値が  とともにどうなるかは一度も問われていない。

2. 体系が運んできた体積の行方

検算 2.1

（単位球の体積）

（証明終）

観察 2.2

単位球の体積は  で最大となり、そこから落ちる。立体角の側は  で最大となる——二つの山
の位置すら違う。そして  では、体系がずっと書いてきた  が  の桁にある。



3. 体積がどこへ行ったかは、二つの別の話である

検算 3.1：一つの球の中で、表面から  以内にある体積の割合。これは  ちょうどである。

（証明終）

検算 3.2：一辺  の立方体に対する球の割合。

（証明終）

観察 3.3

この二つは別の言明である。前者は一つの物体の中で質量がどこにあるかであり、  を固定すれば代数
一行で出る。後者は二つの物体の比較であり、球が角を持たないことの帰結である。同じ「次元の呪
い」という言葉が、この差を隠している。



4. 無作為な二方向は、ほとんど直交する

検算 4.1：各次元で  組の無作為な単位ベクトルを取り、なす角の余弦の絶対値を測る。

平均  組での最大

（証明終）

観察 4.2

典型的な余弦は  で落ちる。  次元では、無作為に引いた二本は事実上直交している。これは
後で恵みの側に回る。

5. 人が「呪い」と呼ぶのはこれである

検算 5.1：単位立方体に  点を一様に取り、無作為な問い合わせ点からの距離を見る。

最小距離 最大距離 相対差

（証明終）



観察 5.2

最も近い点と最も遠い点が、ほとんど同じ距離にある。「最近傍」という操作が何も選ばなくなる——

これが呪いと呼ばれているものの正体である。

6. 芯：同じ集中を裏から読むと、恵みになる

観察 6.1

第5節で距離を潰したのは、多数の独立な座標のリプシッツ関数がほとんど一定になるという事実であ
る。ところが同じ事実は、距離が射影で保たれることも意味する。

検算 6.2：  次元に  点（  組）を取り、無作為な行列で  次元へ射影して、すべての組の距離の比を
測る。

最悪の歪み 平均の歪み 圧縮率

 倍

 倍

 倍

 倍

 倍

（証明終）

観察 6.3

 次元を  次元に潰しても、  組の距離が平均  しか動かない。これを可能にしているの
は、第5節で最近傍を壊したのと同じ集中である。呪いと恵みは同じ定理であり、分かれ目はその関数
に変わってほしかったかどうかだけである。



観察 6.4

距離で近傍を選びたいときには、変わらないことが困る。距離を保ったまま圧縮したいときには、変わ
らないことが助かる。現象は一つで、評価が二つである——論文95 が「規約と事実」を分けたときと
同じで、評価は現象の性質ではない。

7. 柵：集中する先は、定数ではない

観察 7.1

よくある誤読は、「高次元では何もかもが  に依らない一つの値に落ち着く」というものである。  個
の標準正規変数の最大値はリプシッツ定数  の関数だから集中する——ところが集中する先は増え続け
る。

検算 7.2：各次元で  回の抽出。

最大値の平均 比 ばらつき／平均

二つの列は等しくない——  は主要な増大率であって値そのものではなく、比はゆっくり  に近づく。
（証明終）

観察 7.3

ばらつきは平均に対して  から  へ縮む——確かに集中している。だが集中する先は  か
ら  へ登り続ける。「集中する」はばらつきについての言明であって、場所についての言明ではな
い。



検算 7.4：そしてリプシッツ性が無ければ何も保証されない。座標の積を取る（リプシッツ定数が発散する）。

ばらつき／平均 集中するか

いいえ

いいえ

いいえ

いいえ

相対的なばらつきは  とともに増える。（証明終）

観察 7.5

集中はリプシッツ関数についての定理であって、「高次元」そのものについての定理ではない。柵はリ
プシッツ定数である。

8. 点呼

観察 8.1

呼ばれ方 何についての言明か 効く量 呪いか恵みか

体積が皮に集まる 一つの物体の中 どちらでもない

球が立方体に負ける 二つの物体の比較 格子が使えない

ほぼ直交 無作為な二点 恵み

最近傍が意味を失う 無作為な多点 相対差 呪い

標本数が指数的 被覆の勘定 呪い



観察 8.2

五つは強さの階段ではない。最初の二つは幾何の恒等式であり、無作為性を要しない。次の二つは無作
為な点についての言明であり、確率を要する。最後の一つは算法の勘定であり、幾何ですらない。同じ
言葉で呼ぶから、対策も一つだと思ってしまう。

9. 結論

1. 単位球の体積は  で最大（検算2.1）：  で 。

2. 立体角の山は  にあり、場所すら違う（観察2.2）。

3. 皮への集中と立方体との比較は別の言明（観察3.3）。

4. 無作為な二方向はほぼ直交（検算4.1）：  で 、予測と一致。

5. 最近傍が意味を失う（検算5.1）：相対差が 。

6. 同じ集中が恵みになる（検算6.2）：  倍圧縮で平均の歪み 。

7. 集中する先は定数ではない（検算7.2）：ばらつきは  へ縮み、値は  へ登る。

結び：「次元の呪い」と言われたら、次に問うべきは何についての言明かである。一つの物体の中の話か、二つ
の物体の比較か、無作為な点の話か、算法の勘定か。そして最も鋭いものは呪いではない——同じ集中が、距
離を選べなくすると同時に、距離を保ったまま次元を落とすことを許している。現象は一つで、呪いか恵みか
を決めているのは、こちらが何を望んだかである。
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