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要旨

未知数が  個あって式が  本なら、解は無限にある。ところが、そのうちの一つを機械精度で言い当てられ

る場合がある。本稿は、足りない情報をどこから持ってきているのかを分ける。新しい数学定理は主張しな

い。 第一に、系は本当に劣決定である。  本の式に  個の未知数では零空間が  次元あり、どの解も残差
 で式を満たす（第2節）。 第二に、これが本稿の芯である。どのノルムを最小化するかで答が変わる。測

定が足りていれば、最小  ノルムは非ゼロ  個で誤差 、最小  ノルムは非ゼロ  個で誤差 

——どちらも式は残差  で満たしている（第3節）。 第三に、ノルムの選択は必要だが十分ではない。測定

が足りない設定では、最小  ノルムも誤差  で外した（第3節）。 第四に、境目は狭い。  個の未知数を
 本で測ると、非ゼロが  個までは  回中  回、  個で  回、  個で  回——答は六桁一致か、外れるか

のどちらかである（第4節）。 第五に、疎さだけでは足りない。同じ疎さ・同じ本数で、各測定が全未知数を混

ぜれば  回中  回、各測定が一つの座標を読むだけなら  回であった（第5節）。

本稿の射程：新しい数学定理は主張しない——基底追求、圧縮センシングの回復定理、ADMM はいずれも標準
的である。回復の条件を定理として述べない（測ったのは有限個の例である）。論文159 との関係：159 は特異値
の落ち方で悪条件を分類した——あれは測りすぎた作用素が逆に解けない話である。本稿は逆で、測り足りない
のに解ける話である。論文163 との関係：163 は「存在」と「構成」を分けた。ここに現れるのは第三の語である
——解は無限に存在し、どれを取るかは選択であり、それを実際に出すのが構成である。計算について：  ノル
ム最小化は自前で二度書いて二度とも失敗し、いずれも「答が分かっている場合」に当てて捕まえた（第6節）。
加えたのは四つの材料を「誰の性質か」で分けたこと、ノルムの選択が必要だが十分でないことを二つの予算で
並べたこと、境目を測ったこと、疎さと広がりを取り違えないよう実験で分けたことである。

— —



1. 記法と位置づけ

未知数を  個、測定を  本とし、  とする。測定行列  に対し  を満たす  を探す。真の  の非ゼ
ロ成分の個数を  と書く。数値はすべて自前の計算であり、試行数を明記する。

位置づけ：論文99 はカルデロンの逆問題を、論文106 はウィーナー濾波を、論文159 は悪条件の分類を扱っ
た。いずれも「測ったものから元を復元する」族である。本稿はその族に、測定の本数が足りない場合を加え
る。

2. 系は本当に劣決定である

検算 2.1：  本の式、  個の未知数。零空間の次元は  である。零空間の方向に沿って動かした解を三つ挙げ
る。

零空間方向の係数 残差 非ゼロの個数

（証明終）

観察 2.2

どれも式を満たす。方程式の側には、どれかを選ぶ理由が一つも無い。解が無限に存在するのに、どれ
を取るかは決まっていない——論文163 の言葉でいえば、存在の先に選択という段がある。

3. 芯：どのノルムを最小化するかで、答が変わる

検算 3.1：測定が足りている場合（  本、  個、非ゼロ  個）。



規則 残差 非ゼロ 真値との誤差

最小  ノルム

最小  ノルム

全数探索（  項）

真値

（証明終）

観察 3.2

どれも式を残差  で満たしている。違いは「何を最小化したか」だけであり、それだけで答が真値
になったり  外れたりする。データが選んだのではない——ノルムが選んだのである。

検算 3.3：測定が足りない場合（  本、  個、非ゼロ  個）。

規則 残差 非ゼロ 真値との誤差

最小  ノルム

最小  ノルム

全数探索（  項）

（証明終）

観察 3.4

ここでは最小  ノルムも外している。ノルムの選択は必要であって十分ではない——足りないものがも
う一つある。それが次節の予算である。

4. 境目は狭い

検算 4.1：  個の未知数について、測定の本数と非ゼロの個数を動かし、  回のうち何回が機械精度で当たる
かを数える。



非ゼロ  本  本  本

（証明終）

観察 4.2

当たるときは六桁一致であり、外れるときははっきり外れる。緩やかに悪くなるのではなく、狭い帯で
切り替わる。そして本数を増やすと帯が動く——  本で  が  だったものが、  本では 

になる。

観察 4.3

本稿は回復の条件を定理として述べない。測ったのは有限個の例であり、帯の位置は行列の作り方にも
依る。示したのは、帯が存在して狭いということだけである。

5. 疎さだけでは足りない

検算 5.1：  個の未知数、非ゼロ  個、測定  本を固定し、測定行列だけを変える。  回。

測り方 機械精度で当たった回数

各測定が全未知数を混ぜる

各測定が一つの座標を読む



（証明終）

観察 5.2

疎さも本数も同じで、片方だけが当たる。一つの座標を読む測定は、読まなかった座標について何も学
ばない。疎さは信号の性質であり、広がりは測り方の性質である——二つは別の場所にあり、両方が要
る。

6. 道具の話：二度失敗し、二度とも捕まえた

観察 6.1

 ノルム最小化を自前で書き、二度失敗した。一度目は  ノルムの解で初期化したあと重みを変える前
に収束判定を置いたため、初回で止まって  ノルムの答をそのまま返していた。二度目は反復再重み付
き最小二乗で、動きはするが疎にならず、  回中  回しか当たらなかった。

観察 6.2

どちらも「答が分かっている場合」に当てて捕まえた。 、 、  ではほぼ必ず当たるは
ずであり、そうならないなら道具が悪い。三度目は ADMM で書き、使う前にその設定で  回中 

回・誤差  を確認した。

観察 6.3

ここに一般の規律がある——道具を新しく書いたら、答が分かっている問題に先に当てる。そうでなけ
れば、道具の失敗が現象の発見に見えてしまう。実際、一度目の失敗は「  ノルムは効かない」という
偽の発見に見えていた。

7. 点呼

観察 7.1



要る材料 誰の性質か 外すとどうなるか

疎であること 信号 解が決まらない

測定が広がっていること 測り方 読まない所が分からない（検算5.1）

何を最小化するか こちらの選択  ノルムなら真値を外す（検算3.1）

測定の本数 予算 帯を割ると失敗する（検算4.1）

観察 7.2

四つは並列ではない。最初の二つは世界の側の事実、三つ目はこちらの決め事、四つ目は資源である。
「圧縮センシングは疎な信号なら少ない測定で済む」という言い方は、四つのうち一つだけを名指して
いる。

観察 7.3

論文163 の並びが一つ伸びる。分類は類の一覧を与え（論文185）、存在は空でないことを言い、選択は
どれを取るかを決め、構成は一つ渡す。本稿の  ノルムは選択の規則であり、ADMM が構成である。

8. 結論

1. 系は本当に劣決定（検算2.1）：零空間  次元。

2. ノルムが答を決める（検算3.1）：誤差  対 。

3. ノルムは必要だが十分でない（検算3.3）：足りなければ  ノルムも  外す。

4. 境目は狭い（検算4.1）：  本で  が 、  で 。

5. 疎さは信号、広がりは測り方（検算5.1）：  対 。

6. 道具は答の分かる問題で先に試す（観察6.2）。

結び：「未知数より少ない測定で決まる」と言われたら、次に問うべきは足りない情報をどこから持ってきたか
である。信号が疎だという事実か、測り方が広がっているという事実か、こちらが選んだ最小化の規則か、そ
れとも単に本数か。四つのうち一つでも欠ければ、答は無限にあるままである。
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