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要旨

確率が桁で落ちていくとき、それを「何倍か」で語ると意味を失う。本稿は、稀な事象を測る正しい目盛りが

対数を  で割ったものであることを、厳密な組合せ論の値と突き合わせて示す。新しい数学定理は主張しな

い。 第一に、中心極限定理は裾では道具違いである。公平な硬貨で平均が  に達する確率を厳密値と正規近
似で比べると、比は 、 、 、 、  と  を横切って落ち続ける（第2節）。 第二に、これが本

稿の芯である。確率そのものは  まで潰れるのに、  は 、 、  と一つ

の数へ歩いて行く——  が倍になるたび隔たりがほぼ半分になる（第3節）。 第三に、その行き先は相対エント

ロピーである。目標を 、 、 、  と変えても、  での値が相対エントロピーに  以内で
並ぶ（第4節）。 第四に、柵は「一つの大きな跳び」である。稀な大きい和を条件づけると、指数分布では最大

項の割合が  から  と動かないのに、パレート分布では  から  へ跳ね上がる（第5

節）。 第五に、語の衝突を一つ記録する。本体系の論文42 に現れる「大偏差」は最大偏差という数値検算の語

であり、本稿の確率論の用語とは無関係である（第6節）。

本稿の射程：新しい数学定理は主張しない——クラメールの定理、レート関数、サノフの定理、重い裾での「一
つの大きな跳び」の原理は、いずれも標準的である。そして本稿は定理を証明しない——示したのは有限の  で
の数値の並びであり、極限の存在は引用である。論文187 との関係：187 はなぜ極限が正規なのかを四つの理由に
分けた。本稿が問うのは正規が効かない場所で何が効くかであり、別の問いである。論文137 との関係：137 は相
対エントロピーを距離ではないものとして調べた。ここでは同じ式が指数として現れる——同じ道具、別の仕事
である。加えたのは中心極限が裾で道具違いであることを厳密値との比で示したこと、対数を  で割ると settle

することを組合せ論の厳密値で測ったこと、行き先が相対エントロピーであることを四つの目標で確かめたこ
と、柵を「一つの大きな跳び」に置いて公平な条件づけで測ったことである。
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確率



1. 記法と位置づけ

公平な硬貨を  回投げ、表の割合が  以上になる確率を考える。これは二項係数の和として厳密に計算でき、
以下ではその厳密値を分数で持ったまま扱う。標本による量には試行数を明記する。

位置づけ：本体系には、指数的に落ちる量を扱うときは比ではなく指数を報告するという規律がある。本稿は
その規律が、確率論の中に定理として立っている場所を示す。

2. 中心極限定理は、裾では道具違いである

検算 2.1：平均が  に達する確率。厳密値と正規近似。

厳密値 正規近似 比

（証明終）

観察 2.2

比は  に落ち着かない。  を横切って落ち続ける。中心極限定理が語るのは平均のまわりの幅  の
窓であり、  という固定した偏りは  が増えるほどその窓から遠ざかる。ここで使うのは「精度が悪
い」のではなく道具が違うのである。

3. 芯：対数を  で割る

検算 3.1：同じ設定で  を測る。確率



相対エントロピー 隔たり

（証明終）

観察 3.2

確率そのものは  から  まで、十八桁にわたって潰れる。ところが対数を  で割った量
は  から  へ、一つの数に向かって静かに歩く。  が倍になるたび隔たりがほぼ半分になって
いる（ ）。

観察 3.3

これは本体系の規律が定理として立っている場所である——答が指数的なら、比ではなく指数を報告す
る。「  では正規近似が  倍ずれる」と言っても意味は薄い。「指数が  である」と言え
ば、任意の  についての言明になる。

4. 行き先は、相対エントロピーである

検算 4.1：目標の割合を変えて、  での値と相対エントロピーを比べる。

厳密値



目標 相対エントロピー 隔たり

（証明終）

観察 4.2

論文137 が距離ではないものとして調べた式が、ここでは指数として現れている。同じ式、別の仕事で
ある——あちらでは二つの法則がどれだけ離れているかを測り、ここでは確率がどれだけ速く死ぬかを
言う。

観察 4.3

そして非対称性が、ここでは自然になる。「公平な硬貨が  に見える確率」と「  の硬貨が公平に
見える確率」は、そもそも別の問いだからである。

5. 柵は、一つの大きな跳びである

観察 5.1

大きい和は、どのように達成されるのか。多くの項が少しずつ大きかったのか、一つの項が飛び抜けた
のか。

検算 5.2：  項の和を  万回。閾値は法則ごとに同じ稀さになるよう取った（そうしないと比較にならな
い）。表は、条件づけたときに最大の項が和に占める割合である。

厳密値



法則 条件なし 上位 上位 

指数分布

対数正規

パレート（ ）

（証明終）

観察 5.3

指数分布では、稀な大きい和に条件づけても最大項の割合が動かない——和が大きくなったのは、多く
の項が少しずつ大きかったからである。パレート分布では、最大の一項が和の  を占める——一つ
の跳びが全部やったのである。

観察 5.4

したがって第3節の指数的な落ち方は、前者についての言明でしかない。柵は指数モーメントが有限で
あることであり、それが破れると、稀さの測り方そのものが変わる——対数ではなく、冪になる。論文
186 が「柵は誤差の裾である」と書いた場所と同じ柵が、ここでも立っている。

6. 点呼と、語の衝突

観察 6.1

道具 どこを見るか 測り方 柵

中心極限 平均の近く 幅  の窓 固定の偏りには効かない

大偏差 固定の偏り 対数を  で割る 指数モーメントが要る

重い裾 一つの跳び 冪で落ちる 指数の話が成り立たない



観察 6.2

三つは精度の階段ではない。見ている場所が違う。「正規近似では足りないから補正項を足す」という
話ではなく、別の量を測っているのである。

観察 6.3

語の衝突を記録しておく。本体系の論文42 には「大偏差」という語が現れるが、あれは数値検算での最
大偏差を指しており、本稿の確率論の用語とは無関係である。同じ四文字が二つのことを指す例が、体
系の内側にあった。

7. 結論

1. 中心極限は裾で道具違い（検算2.1）：比が  から  へ、  を横切る。

2. 対数を  で割ると settle する（検算3.1）：確率は十八桁潰れ、指数は  へ。

3. 隔たりは  が倍で半分（観察3.2）。

4. 行き先は相対エントロピー（検算4.1）：四つの目標で  以内。

5. 柵は一つの大きな跳び（検算5.2）：  対 。

6. 「大偏差」は体系内で二つを指す（観察6.3）。

結び：「その事象は極めて稀である」と言われたら、次に問うべきはどの目盛りで測ったかである。確率そのも
のは桁で落ちるので、比で語れば意味を失う。対数を  で割れば一つの数が残り、その数が、稀さの正体であ
る——ただし、一つの跳びで済んでしまう世界では、その数すら存在しない。
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