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From thinking to syncing.

要旨

調和平均・幾何平均・算術平均・二乗平均は、四つの別の道具に見える。本稿はそれらが一つの族の四点であ

ることを数で確かめ、そのうえで何が本当に四つを分けているのかを測る。新しい数学定理も新しい法則も主

張しない。 第一に、四つの名前は一本の連続体の四点である。べき平均  の  が四つの定義と
桁まで一致し（差ゼロ）、  を動かすと値は最小値から最大値まで連続に動く（第2節）。 第二に、等号の柵は三

つではなく一つである。三つの隣り合う隙間は同時に消え、しかも比を保ったまま消える——隙間の比は

 で （第3節）。 第三に、これが本稿の芯である。柵の近くで四つは等間隔に並

ぶ。三つの隙間の最大と最小の比は、  で  である——ところが  では  に
なる。順序は普遍であり、間隔は普遍ではない（第4節）。 第四に、四つを分けている分離子は「何を保存する

か」である。四つの平均を四つの保存量に当てると表は対角になる——どの平均もちょうど一つを保ち、残る

三つを壊す（第5節）。 第五に、実際に破れる柵は等号条件ではなく「正であること」である。負の値をひとつ

入れると順序そのものが逆転する——  で調和平均  が算術平均  を上回る（第7節）。

本稿の射程（scope note）：新しい数学定理も新しい法則も主張しない——べき平均の単調性、調和・幾何・算
術・二乗の不等式、二次までの展開は、いずれも標準的である。不等式の新しい証明を与えない——本稿が測る
のは、既知の不等式が何を隠しているかである。重みつきの平均を扱わない——本稿の数値はすべて等重みであ
る。どの平均を使うべきかを、場面ごとに規定しない——本稿が言うのは「保存量を先に決めれば平均は決まる」
という一点だけである。論文157 との関係：157 は体系に現れる  を点呼した——あちらは指数の点呼であり、本
稿は集約という操作の点呼である。論文136 との関係：136 は指数平均が裾に握られていることを測った——本稿
はその「どちらの裾か」が  の符号で決まることを示す。加えたのは三つの隙間が同時に同じ比で消えることを
数で示したこと、柵の近くで四つが等間隔になり遠くでならないことを測ったこと、四かける四の保存表が対角
であることを確かめたこと、負の値ひとつで順序そのものが逆転する例を出したことである。
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1. 記法と位置づけ

正の数の組  に対し、  のとき

と定め、  のときは

と定める。数値はすべて自前の計算であり、多倍長で  桁を保って行った。

位置づけ：「平均」という一語は、少なくとも四つの別の操作に使われている。本稿の問いは「どれが正しい
か」ではない——問いは何を動かすと、どの平均を選ぶかが動くのかである。論文157 が  という数の別根を
点呼したのと同じ形で、本稿は集約という操作の別根を点呼する。

2. 四つの名前は、一つの族の四点である

検算 2.1：  について、四つの平均を定義から直接計算した値と、  に  を入れた値を並
べる。

名前 直接の定義から 差

調和平均

幾何平均

算術平均

二乗平均

四つとも一致した。四つの「別の平均」は、一つの式に四つの数を入れたものである。

検算 2.2：  について  を動かす。



値は  について単調に増える。そして両端は  と  である——  で 、  で
。

観察 2.3

「平均」は四つではなく、一本の連続体である。その連続体は最小値から最大値まで張られており、四
つの名前はそこに打たれた四本の杭にすぎない。  が大きいほど大きい値のほうを見て、小さいほど小
さい値のほうを見る。

3. 等号の柵は、三つではなく一つである

四つの平均は  の順に並ぶ。ここには三つの不等号があり、三つの等号条件があるよう
に見える。それを数で確かめる。

検算 3.1：  として、隣り合う三つの隙間を  を縮めながら測る。



三つの比

三つの隙間は同時に消える。どれか一つが先に閉じることはない。

観察 3.2

柵は三つではなく一つである。 （ ）が起きるのは、どの  の組についても「入力が全
部同じ値」のときだけであり、それは三つの別の条件ではなく一つの同じ条件である。不等号が三つ並
んでいるので条件も三つあるように見えるが、記号の本数と条件の本数は一致しない。

観察 3.3 （この点は提案されていた形の否定である）

「四つの平均はそれぞれ独立した等号条件を持つ」という読みは、検算3.1 が否定する。隙間の比が
 に収束するということは、三つの隙間が同じ量に支配されているということである。その量が

何かは次節で出る。

4. 柵の近くでは等間隔、遠くではそうでない

検算 4.1：三つの隙間の最大と最小の比を、散らばりを変えながら測る。



四つの平均 三つの隙間 最大/最小

すべて 

柵の近くで四つは等間隔に並び、遠ざかるにつれて間隔が崩れる。  では真ん中の隙間が両端の隙間の 

倍になっている。

観察 4.2 （なぜ等間隔になるか）

入力を  と書き、  の平均を 、二乗平均を  とすると、二次までで

となる。右辺は  について一次である。そして四つの名前が座る  は等間隔である——だから四つ
の平均も等間隔に並ぶ。

検算 4.3：この一次性を数で確かめる。 、 、 。

 との比



 をどこに取っても同じ数が出る。そしてその数は分散を平均の二倍で割ったものである。

検算 4.4：とくに  の場合、これは  を意味する。散らばりを縮めて比を測る。

散らばり 比

観察 4.5

三つの隙間を同時に支配していた量は、分散である。柵の近くでは、四つの平均の位置は「平均」と
「分散」だけで決まり、分布の形は効かない。散らばりが大きくなってはじめて、四つは形を見はじめ
る——そのとき等間隔は崩れる。

観察 4.6

順序と間隔を混同してはいけない。  という順序は、散らばりがどれほど大きく
ても成り立つ。しかし間隔は  で  倍まで開く。「不等式が成り立つ」ことは「四つが同じくら
い離れている」ことを一切含意しない。

5. 分離子：何を保存するかが、どの平均かを決める

四つが一つの族の四点なら、どれを選ぶかを決めているものは何か。それは入力ではない。

検算 5.1：  について、両方の要素を平均で置き換えたとき、四つの量のうち何が変わらないかを測
る。



置き換えた値

もとの 

調和平均 

幾何平均 

算術平均 

二乗平均 

表は対角である。どの平均もちょうど一つの量を保ち、残る三つを壊す。

観察 5.2 （分離子）

どの平均が正しいかを決めているのは、データではなく何を動かしてはいけないかである。総和を守り
たいなら算術平均、積を守りたいなら幾何平均、逆数の和を守りたいなら調和平均、二乗和を守りたい
なら二乗平均。  は測定から出てこない——  は保存量の宣言から出てくる。

検算 5.3：二年ぶんの成長率が  と  のとき、二年後の値は  である。

使った平均 値 二年後の予測

真の値 ──

幾何平均

算術平均 （  のずれ）

ここで守るべき量は「積」である。算術平均はそれを守らないので、二年後の値を作り出してしまう。

6. 取り違えた平均は「だいたい合う」ではない

検算 6.1：同じ道を行きは 、帰りは  で走ったときの平均の速さは調和平均である（守るべき量は総時間）。
算術平均を使ったときのずれを測る。



正しい値（調和平均） 算術平均 比

ずれは有界ではない。「近い値を返す」どころか、比は好きなだけ大きくできる。

観察 6.2 （正しい答のほうは有界である）

 であるから、  をどれだけ大きくしても正しい答は
 を超えない。

調和平均 調和平均

帰りを瞬間移動にしても、往復の平均は行きの速さの二倍に届かない。算術平均はこの上限をまったく知らな
い——  に比例して無限に伸びていく。

観察 6.3

取り違えた平均は「精度が落ちる」のではない。有界な量を非有界な量で置き換えている。両者は同じ
種類の数ですらない。



7. 破れる柵は、等号ではなく「正であること」

第3節で、等号の柵は一つしかないことを見た。ではこの体系で破れうる柵はどこにあるのか。等号条件は破れ
ない——それは定義から従う。破れるのは定義域である。

検算 7.1（零を入れる）：

調和平均 幾何平均 算術平均 二乗平均

定義されない

順序は保たれているが、調和平均は最小の要素ひとつに引きずり落とされる。  の要素が一つあるだけで、
調和平均は  になる——他の要素がいくつあっても関係がない。

検算 7.2（負を入れる）：

調和平均 幾何平均 算術平均 二乗平均

実数でない

実数でない

実数でない

順序そのものが逆転する。  では調和平均  が算術平均  を上回り、  では調和平均が 

まで落ちる。どちらへ壊れるかも決まっていない。

観察 7.3 （柵の住所）

この体系で破れうる柵は「入力が正であること」である。等号条件は柵ではない——それは定義の帰結
であって、仮定ではない。正であることは仮定であり、外せば結論が消えるどころか逆向きの結論が出
る。論文171 が最小二乗の柵を正規性ではなく線形性と特定したのと同じ形で、平均の順序を囲ってい
る柵は等号条件ではなく正値性である。



観察 7.4

本稿は「負の値では平均を使うな」とは言わない。算術平均も二乗平均も、負の値のもとで定義されて
おり、何も壊れていない。壊れるのは四つを並べた順序である——つまり壊れるのは個々の道具ではな
く、道具どうしの関係のほうである。

8. どちらの端が答を握っているか

検算 8.1：  として  を両方向へ動かす。

調和平均 幾何平均 算術平均 二乗平均

 を  に落とすと調和平均だけが道連れになり、  を大きくすると算術平均と二乗平均だけが道連れになる。調
和平均は  で  に頭打ちになる——  で  である。

観察 8.2

 の符号は「標本のどちらの端が答を握るか」を決めている。  が負なら小さいほうの端、正なら大き
いほうの端である。論文136 は指数平均が稀な経路の裾に握られていることを測った——経路の 

が平均の  を運ぶ。あれは  を大きく取ったときに起きることの、熱力学における一例である。



観察 8.3

ゆえに「どの平均を使うか」は「どの端の情報を捨てるか」でもある。論文136 が引いた線——イェン
センの不等式は分布の平均しか使わず、分布の形を捨てている——は、ここでも同じ形で効く。

9. 点呼と結び

本稿が確かめたことを並べる。

1. 四つの平均は  の  である（検算2.1、差ゼロ）。一本の連続体の四点であり、両端は最小値
と最大値である（検算2.2）。

2. 等号の柵は三つではなく一つ（検算3.1）：三つの隙間は同時に、比  を保って消える。

3. 柵の近くでは等間隔、遠くではそうでない（検算4.1）：  対 。理由は  が二次までで  の一
次式だからである（検算4.3）。

4. 分離子は「何を保存するか」（検算5.1）：四かける四の表は対角である。

5. 取り違えは近似ではない（検算6.1）：比は  まで開き、正しい答のほうは  で頭打ちになる
（観察6.2）。

6. 破れる柵は正値性（検算7.2）：負の値ひとつで順序が逆転する。

7.  の符号はどちらの端が答を握るかを決める（検算8.1）。

結び：「平均をとる」と言われたら、次に問うべきはどの量を動かしてはいけないのかである。その一問に答え
れば  は決まり、平均は選ぶまでもなく決まっている。逆にその一問に答えないまま平均をとると、四つのう
ちどれを使ったかによって答が変わる——そして本稿が測ったとおり、その差は「だいたい合う」の範囲に収
まってくれない。不等式  は、その事情を四つの記号の下に隠している——記号は三本
あるが、柵は一本しかなく、そしてその一本は破れない柵のほうである。
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