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要旨

関数の列が「収束する」と言われたとき、それは少なくとも四つの別の主張のどれかである。本稿はその四つ

が互いに従わないことを数で示し、四つを分けている分離子が何を捨てることを許すかであることを書く。新

しい数学定理も新しい法則も主張しない。 第一に、これが本稿の芯である。どの点でも収束しないのに、積分
は消える列がある。二進区間を掃くタイプライター列を  まで走らせ、  個の点で調べると、収

束した点は  個（ ）であった——同じ列の  ノルムは  である（第2節）。 第二に、それ

でも部分列は概収束する。各ブロックの最初だけを拾うと、  で  点のうち  を返す点は  個になっ

た（第3節）。 第三に、一様でないのは「はしの一点」のせいではない。  の遷移帯の幅に  を掛けると
 に収束する（ ）——グラフは平らにならず、形を保ったまま右へ滑っていく（第4

節）。 第四に、その滑る点に乗ると値は動かない。  で  を測ると  で  であ

り、  に張りついている（第4節）。 第五に、捨ててよい集合を小さくすると代償が出る。右
端から長さ  を捨てれば  は一様収束するが、  で必要な  は  である——  を  分の  に

すると  は  倍になる（第5節）。

— —



本稿の射程（scope note）：新しい数学定理も新しい法則も主張しない——エゴロフの定理、リースの定理、タイ
プライター列は、いずれも標準的である。収束の判定法を提案しない——既存の四つの定義を分けて並べるだけ
である。優収束定理の柵を扱わない——可積分な優関数という柵は論文168 の第5節がすでに書いており、本稿は
そこへ立ち入らない。面積  のスパイク列も本稿の発見ではない——論文178 が使った列であり、ここでは比較
表の一行として引用する。論文177 との関係：177 は一つの関数について  と  の順序を点呼し、柵をコンパク
ト性と特定した。本稿の対象は関数の列であり、問いは「  がどう  に答えるか」ではなく極限で何が生き残る
かである——柵も別で、ここでは捨ててよい集合の大きさである。加えたのはどの点でも収束しない列を 

点で数え上げたこと、その部分列が概収束することを同じ点で確かめたこと、一様でなさの居場所が「滑る点」
であることを遷移帯の幅で測ったこと、捨てる集合を小さくする代償を六桁にわたって測ったことである。

1. 記法と位置づけ

可測関数の列  と関数  について、四つの言い方を使う。一様収束は 、各点収束はすべての
 で 、  収束は 、測度収束はすべての  について  であ
る。数値はすべて自前の計算である。

位置づけ：論文177 は一つの関数について「連続」の別根を点呼した。本稿の対象は関数の列であり、同じ 

と  が並んでいても問いが違う——あちらは「  がどう  に答えるか」、こちらは「極限を取ったとき何が生き
残るか」である。

2. 芯：どの点でも収束しないのに、積分は消える

タイプライター列を次のように作る。 （ ）と書き、  を区間  の定義関数
とする。  が上がるごとに幅が半分の窓が  を左から右へ掃いていく。

検算 2.1：  ノルムと台の測度はどちらも  である。

ブロック  台の測度 



ゆえにこの列は  でも測度でも  に収束する。

検算 2.2：  から  まで走らせ、  から取った  個の点それぞれで、  になった回数と
 になった回数を数える。

測ったもの 値

 が  回以上あった点  点（ ）

 が  回以上あった点  点（ ）

どの点でも  になった最少の回数

列が収束した点  点（ ）

観察 2.3

どの点を取っても  は  と  を無限回とる。上極限は 、下極限は  であり、一点も収束しない。
それでも積分は  まで落ちている。「収束する」と「収束する」が、同じ列について同時に真
であり同時に偽である——どちらの意味かを言わないかぎり、この文は真偽を持たない。

3. それでも部分列は概収束する

検算 3.1：各ブロックの最初だけを拾う、すなわち  とする。この部分列は  の定義関数である。

 点のうち  を返す点

（ ）

（ ）

（ ）

（ ）



観察 3.2

測度収束は「概収束を捨てた」のではない——概収束を部分列に譲ったのである。リースの定理が言っ
ているのはこれであり、本稿の数値はその一例を作っただけである。どの部分列でもよいわけではない
——もとの列は一点も収束しないのだから、うまく選ばれた部分列だけが概収束する。

4. 一様でないのは「はしの一点」のせいではない

 上の  は各点で収束する（  で 、  で ）が、  はどの  でも  である。よく「  という
一点が邪魔をしている」と言われる。それは正しくない。

検算 4.1：  となる点は  である。  と  の間を遷移帯と呼び、その幅に  を掛ける。

 となる  となる 幅 

幅に  を掛けた値は  に収束する。

観察 4.2

グラフは平らになるのではなく、形を保ったまま右へ滑っていく。幅は  で縮むが、その中で値は
 から  まで落ちる。一様でなさが住んでいるのは  という点ではなく、  へ走っていく帯であ

る。

検算 4.3：その帯に乗って値を測る。  とする。



（ 。）

観察 4.4

 を速さ  で追いかける点に乗ると、値はいつまでも  のままである。各点収束は「どの点でも 

へ行く」と言うが、それは点を固定したうえでの話であり、点を動かせば  に行かない。一様収束とは
まさに「点を動かしても構わない」という主張である。

観察 4.5

同じ  が論文178 にも現れるが、あちらは選んだ試験関数の値である——数が一致していることに
意味は無く、別根である。

5. 捨ててよい集合を小さくすると、代償が出る

検算 5.1：  の右端から長さ  を捨てると、  の上で  となり、  は一様収束する。
必要な  を測る。



 に要る  に要る 

観察 5.2

 を  分の  にすると、必要な  は  倍になる。そして  にすると、どんな  でも足りない
——  全体では  は永久に  である。エゴロフの定理が保証しているのは「任意の  について
可能」であって、「  でも可能」ではない。その二つの隙間に、この表の  が入っている。

6. 測度が有限でなければ、一つの含意が落ちる

検算 6.1：実数直線の上で  を  の定義関数とする。

固定した  での値 積分  の測度

 になれば 

同上

同上

観察 6.2

この列はすべての点で  に収束するのに、  でも測度でも収束しない。有限測度の空間ではこれは起
こりえない——そこでは概収束は測度収束を含意する（エゴロフ）。ゆえに含意の表は空間によって変
わる——柵は測度が有限であることである。



7. 分離子：何を捨てることを許すか

検算 7.1（含意の表）：四つの例で、四つの意味の真偽を並べる。

列 各点 一様 測度

 上の はい いいえ はい はい

 上の （論文178） はい いいえ いいえ はい

タイプライター いいえ いいえ はい はい

実数直線上の はい いいえ いいえ いいえ

どの列も、どれかの意味で収束し、どれかの意味で収束しない。そして各点収束の列に「いいえ」が入り、
の列にも「いいえ」が入る——どちらの向きの含意も無い。

観察 7.2 （分離子）

四つを、何を捨てることを許すかで並べる。

呼び名 何を捨てることを許すか

一様収束 何も捨てない

概一様収束（エゴロフ） 測度  の集合（  は好きなだけ小さく）

概収束 測度  の集合

測度収束 部分列以外のすべて（リース）

 収束 各点の情報を丸ごと

観察 7.3

強さの順に見えるものは、実は「捨てる許可」の順である。そして許可を一段ゆるめるたびに、通る列
が増える——タイプライターは各点の情報を丸ごと捨てて初めて通り、  の箱は何を捨てても

 を通らない。



8. 点呼と結び

本稿が確かめたことを並べる。

1. どの点でも収束しないのに積分は消える（検算2.2）：  点中収束した点は  個、  ノルムは
。

2. 部分列は概収束する（検算3.1）：  で  を返す点は  個。

3. 一様でなさは「滑る帯」に住む（検算4.1）：幅  が  へ。

4. 滑る点に乗ると値は  のまま（検算4.3）：  で 。

5. 捨てる集合を小さくする代償（検算5.1）：  で 。

6. 測度が無限なら含意が一つ落ちる（検算6.1）。

7. 分離子は「何を捨てることを許すか」（観察7.2）。

結び：「  は  に収束する」という文は、それだけでは真偽を持たない。タイプライター列はこの文につい
て、  では真、測度では真、各点では一点も真でない。四つの意味は強さの階段に見えるが、階段を作ってい
るのは関数のほうではなくこちらが何を捨てる気でいるかである——何も捨てないと決めれば一様収束、零集
合を捨てる気があれば概収束、部分列だけ残せばよいと決めれば測度収束。列は最初から最後まで同じ列であ
り、動いているのは許可のほうである。
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