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要旨

格子の上をでたらめに歩く点が出発点に帰ってくるかどうかは、次元だけで決まる。本稿はその境目が一つの

分数の分母に立つ指数であることを数で示す。新しい数学定理も新しい法則も主張しない。 第一に、原点に戻

る確率はべきで落ち、その指数は次元の半分である。  を  に対して当てはめると傾きは 、
、  であり、  と  以内で一致した（第2節）。 第二に、決めているのはその

和である。  が発散するのは  のときだけであり、境目は指数がちょうど  になる  にある

（第3節）。 第三に、更新方程式で初回帰還を厳密に出した。一次元では閉じた形  と差ゼロで一致

し、道具の正しさを先に確かめてある（第4節）。 第四に、これが本稿の芯である。必ず帰るのに、帰るまでの
平均時間は無限である。一次元と二次元では打ち切った平均帰還時間が  で 、  と伸び続ける

のに、三次元では  で落ち着く——三次元で落ち着くのは早く帰るからではなく、大半が二度と帰らないか

らである（第6節）。 第五に、二次元の「必ず」は計算では見えない。帰還確率を外挿すると一次元は 

に達するのに、二次元は  で止まる——収束が対数だからであり、これは計算の失敗ではなく対数の速
さそのものである（第7節）。

本稿の射程（scope note）：新しい数学定理も新しい法則も主張しない——ポリアの再帰性定理、更新方程式、三
次元のグリーン関数は、いずれも標準的である。ポリアの定理を証明しない——本稿は定理がどこで切り替わる
かを数で見るだけである。一般の格子や重みつきの歩みを扱わない——数値はすべて単純対称ランダムウォーク
である。三次元の帰還確率の厳密値を導出しない——本稿の  は自前の外挿であり、閉じた形の評価では
ない。論文94 との関係：94 は「次元」という語の別根を点呼した——本稿は点呼ではなく、一つの機構を書く。
論文190 との関係：190 は「稀」が対数の目盛りで測られることを書いた——本稿の第7節は、その目盛りが確実
性の側にも効くことを示す。加えたのは帰還確率のべき指数を当てはめて次元を読んだこと、更新方程式を閉じ
た形で検証してから使ったこと、必ず帰るのに平均時間が無限であることを打ち切りの伸びで測ったこと、二次
元の確実性が有限の計算では見えないことを外挿の失敗として示したことである。

— —



1. 記法と位置づけ

 次元の整数格子の上で、各歩ごとに  個の隣のどれかを等確率で選ぶ歩みを考える。原点から出発し、
を「  歩目に原点にいる確率」、  を「  歩目に初めて原点に戻る確率」とする。奇数歩では原点に戻れな
いので偶数だけを見る。数値はすべて自前の計算である。

位置づけ：論文94 は「次元」という語の別根を点呼した。本稿は点呼をしない——扱うのは一つの機構であ
り、その機構は一つの分数の分母に立つ指数に集約される。

2. 原点に戻る確率はべきで落ち、指数は次元の半分である

検算 2.1：  を厳密に計算する。一次元では 、二次元は座標を  度回すと二本の独立な一次元の歩み
に分かれるのでその二乗、三次元は多項係数の和である。

歩数 

検算 2.2：  を  に対して  から  で当てはめる。

当てはめた傾き 差



観察 2.3

分母に立つ指数が、次元の半分である。残差はいずれも  の程度であり、  の補正に由来する。
歩みを見なくても、確率がどれだけ速く落ちるかを測れば次元が読める。

3. 決めているのは、その和である

原点に戻る回数の期待値は  である。これが発散すれば無限回戻り、収束すれば有限回しか戻らない。

検算 3.1：部分和を測る。

 の部分和を  で割ると 、  の部分和を  で割ると  であり、それぞれ  と
 の速さで伸びている。

検算 3.2：同じことを、歩みを離れて  で見る（  項まで）。

 項までの和 判定

発散

発散

収束

収束（ ）



観察 3.3

境目は歩みの側にはなく、指数の側にある。  が発散するのは  のときであり、  がそ
の境をまたぐのはちょうど である。

4. 道具を先に検証する：更新方程式

初回帰還の確率  は、更新方程式 （ ）から逐次に取り出せる。使う前に、答が分か
っている場合で確かめる。

検算 4.1：一次元では「  歩までに戻っている確率」に閉じた形  がある。

更新方程式 閉じた形 差

観察 4.2

差はゼロである。新しく書いた道具は、答が分かっている問題に先に当てる——そのうえで、答が分か
っていない二次元と三次元に使う。

5. 三次元では、三回に一回しか帰らない

検算 5.1：  歩までに戻っている確率を三つの次元で測る。



検算 5.2：  に対して当てはめて  に外挿すると、三次元の帰還確率は 、対応するグリー
ン関数は  であった。

観察 5.3

この  は外挿であって導出ではない。閉じた形の評価は本稿の仕事ではない。言えるのは、三
次元では帰る確率が  ではなく三分の一程度だということである。

6. 芯：必ず帰るのに、帰るまでの平均時間は無限である

検算 6.1：  歩で打ち切った平均帰還時間  を測る。



観察 6.2

一次元と二次元では、打ち切りを伸ばすたびに値が伸び続ける。帰ることは確実なのに、帰るまでの時
間の平均は無限である——裾が重すぎて平均が立たない。

観察 6.3

三次元で値が落ち着く理由を取り違えてはならない。早く帰るからではなく、大半が二度と帰らないか
らである——帰らない歩みは、この和に一度も現れない。同じ「落ち着いた数」が、片方では速さを、
もう片方では不在を意味している。

7. 二次元の「必ず」は、計算では見えない

検算 7.1：帰還確率を外挿する。一次元と三次元は  で、二次元は  で当てはめた。

 での値  への外挿

検算 7.2：二次元でまだ戻っていない確率を追う。

まだ戻っていない確率 



観察 7.3

二次元の帰還は確率  で起きる。それは定理であって、疑いようがない。それでも  歩たった時点で
三分の一がまだ帰っておらず、外挿は  で止まる。  は  とともにゆっくり伸びており、  が

 に落ちるのは対数の速さである。

観察 7.4

これは計算の失敗ではない。  ならば、  を  分の  にするには歩数を十乗しなければなら
ない。論文190 は「稀」が対数の目盛りで測られることを書いた——ここでは同じ目盛りが確実性の側
に効いている。「確率  で起きる」と「有限の観測で見える」は、別の主張である。

8. 境目は、歩き方ではなく指数にある

検算 8.1：  を  項まで測る。

 項までの和 判定

発散

発散

発散

発散

収束

収束

収束

観察 8.2

 と  の部分和は  と  であり、ほとんど違わない。それでも片方は無限へ行
き、もう片方は止まる。境目は見た目には現れない——見えるのは値ではなく、指数がどちら側にある
かだけである。



観察 8.3

ゆえに「三次元では帰りにくい」という言い方は弱すぎる。三次元で起きているのは程度の変化ではな
く、和が収束するかしないかという種類の変化である。そしてその種類を決めているのは、  の分
母に立つ指数だけである。

9. 点呼と結び

本稿が確かめたことを並べる。

1. 帰還確率のべき指数は （検算2.2）：傾き 、 、 。

2. 決めているのはその和（検算3.2）：境目は指数が  になる 。

3. 道具を先に検証した（検算4.1）：一次元の閉じた形と差ゼロ。

4. 三次元の帰還確率は （検算5.2、外挿であって導出ではない）。

5. 必ず帰るのに平均時間は無限（検算6.1）：  で 、  と伸び続ける。

6. 三次元で落ち着くのは不在のため（観察6.3）。

7. 二次元の「必ず」は計算では見えない（検算7.1）：外挿が  で止まる。

8. 境目は見た目に現れない（検算8.1）：  対 。

結び：でたらめに歩く点が家に帰れるかどうかは、地形にも歩幅にも運にもよらない。よるのは、原点に戻る
確率が落ちる速さ——そしてその速さは  であり、決めているのは分母に立つ指数だけである。指数が 

以下なら和は発散し、必ず帰る。  を超えれば和は止まり、大半は二度と帰らない。  はその境目にちょう
ど乗っており、そこでは帰ることは確実で、待ち時間の平均は無限で、しかも確実さは有限の計算では見えな
い。三つとも同じ一つの事実の顔である——指数がちょうど  だ、という事実の。
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