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Zusammenfassung

Integriert man im dreidimensionalen euklidischen Raum iiber eine Kugel, deren Dichte dem Gesetz vom inversen Quadrat
p(r) = 1/72 folgt, so heben sich die Jacobi-Determinante 72 des Volumenelements und die Dichte 1/r% auf. Infolgedessen
stimmt die Gesamtmasse innerhalb der Einheitskugel mit dem gesamten Raumwinkel des dreidimensionalen

Raums, 4, iiberein (das volle MaB in Steradiant). Wir formulieren dies als ,,4r-Massenausldschungstheorem* (Satz 1).

Dehnt man dasselbe Integral auf einen allgemeinen Exponenten n aus, so erhélt man m(n) = 34_—"n, und = 2 ist der
einzige Exponent, der die Masse mit dem Raumwinkel selbst zusammenfallen lésst (Abschnitt 5). Schreibt man

m = 4 - S und liest S = 3_% als ,,Zahl der libereinanderliegenden Blatter von 47, so zeigt sich eine Modul-Treppe, die
durch 2m, 4, 87 lduft, und es wird sichtbar, dass 167 (Stapelung) und 1672 (Produkt) zu verschiedenen Erzeugungsregeln

gehoren.




Tragweite (scope note): Der Satz dieses Aufsatzes ist ein elementares Mehrfachintegral und sagt von der Seite des Integrals
her dieselbe Tatsache aus wie Satz 1 von Aufsatz 01 (dm/dr ist von 7 nur fiir » = 2 unabhéngig). Das hier erscheinende 4w
ist das Winkelintegral f g2 dQ selbst, derselbe Raumwinkel wie das 47 im GauB3schen Gesetz, im Coulombschen Gesetz und
in der Poisson-Gleichung (diese Gemeinsamkeit wird in Aufsatz 13 behandelt). Um p = 72 als Dichte zu behandeln, sollte
man p = k/r? mit einer Konstanten k der Dimension [M /L] schreiben; m = 4 ist ihr Wert unter der Wahl der Einheiten

k = 1 und Radius 1. Zero-Tension ist der Name, den das Werk diesem Zustand gibt, in dem sich das Anwachsen der Fliache
und der Abfall der Dichte genau die Waage halten; er definiert keine Grof3e, die einer Reibung oder Spannung entspriache. Die
Ubereinstimmung mit dem Werk von Carr in Abschnitt 4 ist eine Bemerkung iiber die Herkunft der Rechnung. Es wird kein
neues physikalisches Gesetz behauptet. Was dieser Aufsatz hinzufiigt, ist, dass er dasselbe Integral auf allgemeines n
ausdehnt, m(n) = 4n/(3 — n) erhilt und zeigt, dass n = 2 der einzige Exponent ist, der die Masse mit dem Raumwinkel
selbst zusammenfallen ldsst; und dass er, indem er S = 1/(3 — n) als ,,Zahl der iibereinanderliegenden Blitter von 47 liest,

167 (Stapelung) und 1672 (Produkt) als verschiedene Erzeugungsregeln trennt.

1. Einleitung: vom Zahlenwert zur strukturellen Aufhebung

In Physik und Geometrie erscheint der Wert 4 iiberall — in der Kugeloberfliche § = 4mr?, im GauBschen Gesetz
f E - dS = 47q und anderswo — und wird in Formeln oft einfach als Konstante behandelt. In einem dreidimensionalen
Feld mit inversem Quadrat p(r) = 1/72 erscheint 47 jedoch als der reine Raumwinkel selbst, hervorgezogen, nachdem sich

die rdumliche Ausdehnung und die Abschwichung aufgehoben haben.

2. Das 4m-Massenausloschungstheorem

Definition 1 (Kugelvolumenelement)

In Kugelkoordinaten (7,0, ¢) (r > 0,0 < 0 < m,0 < ¢ < 2) lautet das aus der Jacobi-Determinante abgeleitete
Volumenelement dV' = 2 sin 6 drdfdep.

Satz 1 (Das 4m-Massenausloschungstheorem)

Fiir eine dreidimensionale Einheitskugel @ = {x € R? | |x| < 1}, die ein Dichtefeld p(r) = r~2 enthiilt, hebt sich

bei der Gesamtmasse m jede radiale Abhédngigkeit auf, und sie ist gleich dem reinen Raumwinkel 4.




Beweis.

m=///Qp(x)dV=/O%dtp/oﬂsinGdG/Ol ('ri?) - (r?sin6) dr

Hier heben sich das 1/r? der Dichte und das 72 der Jacobi-Determinante auf:

Die Variablen trennen sich unabhéngig voneinander, und das Integral wird zu einem Produkt dreier einfacher Integrale:

m= (/Olldr)-(/owsianO)-(/Ozrldgo) —1.2.27=4n

3. Geometrische Deutung: Skaleninvarianz

Die Aufhebung 72 - (1/r%) = 1 bedeutet, dass die Abstandsskala r aus dem Integranden herausfillt. Das heift, p = r—2
ist eine skaleninvariante Verteilung, in der sich das Anwachsen der Kugeloberfliche und die Abschwéchung der Dichte

genau die Waage halten.

Dies ist dieselbe Tatsache wie Satz 1 von Aufsatz 01 (dm/dr = 4 ist von r unabhéngig), von der Seite des Integrals her

gesehen. Das Werk nennt diesen Zustand des Gleichgewichts Zero-Tension.

4. Verbindung zu G. S. Carrs Theorie der Mehrfachintegration

Die in diesem Satz verwendete Struktur der Mehrfachintegration hat dieselbe Form wie die Mehrfachintegrale in
Kugelkoordinaten, die in G. S. Carrs 4 Synopsis of Elementary Results in Pure Mathematics (1886) zusammengestellt sind.

Carrs Werk ist als das Buch bekannt, mit dem Ramanujan sich selbst unterrichtete.

5. Der Wert fiir allgemeines n: die Modul-Treppe

Fiihrt man die Rechnung dieses Aufsatzes fiir einen allgemeinen Exponenten 7 aus, so erhilt man

1 4
2—n
m(n)—/dQ/O'r d'r'—3_n (n < 3).

Schreibt man m = 4« - S, so ergibt sich § = —n; liest man S als Zahl der iibereinanderliegenden Blitter von 4, so

erhilt man die folgende Treppe.



n S= % m Deutung

0 1/3 4 /3 Volumen der Einheitskugel
1 1/2 2m Hilfte von 47

2 1 4m Ein Blatt von 47

5/2 2 8 Zwei Blitter von 47

11/4 4 167 Vier Blitter von 47

n = 2 ist der einzige Exponent, bei dem 71 mit dem Raumwinkel selbst zusammenfallt (S = 1). Die Werte 27, 47, 87

stimmen mit den Konstanten iiberein, die Aufsatz 13 als Module behandelt.

1672 liegt nicht auf dieser Treppe. In Blittern ausgedriickt ist § = 16w /4w = 4, sodass die Blattzahl selbst 7 enthilt.

16m = 47 x 4 (Stapelung) und 1672 = 47 x 41 (Produkt) folgen verschiedenen Erzeugungsregeln.

6. Fazit

Dieser Aufsatz hat Folgendes gezeigt.

1. In der Einheitskugel mit der Dichte p = 72 vom inversen Quadrat heben sich das 2 der Jacobi-Determinante und das

1/r? der Dichte auf, und die Gesamtmasse stimmt mit dem gesamten Raumwinkel 47 iiberein.

2. Im Allgemeinen ist m(n) = 34_—”1“ und n = 2 ist der einzige Exponent, bei dem m mit dem Raumwinkel selbst

zusammenfallt.

Was n = 2 besonders macht, ist, dass es der einzige Exponent ist, der das radiale Integral genau zu 1 macht; der Masse
bleibt dann nichts als das Winkelintegral 4w. Das Gleichgewicht von Ausbreitung und Abschwichung legt den Raumwinkel
frei.

Revisionsprotokoll

Zweite Auflage (September 2026): Die Form wurde an die aktuelle Vorlage angeglichen. Die Bemerkungen zur Einordnung,
zu den Einheiten, zum Begriff Zero-Tension und zu Carr, die zuvor iiber Zusammenfassung und Schlussfolgerung verstreut

waren, wurden in der Tragweite-Anmerkung direkt nach der Zusammenfassung gebiindelt. Bei den Verweisen auf das Werk




wurden DOIs erginzt, und der Eintrag, in dem der Aufsatz sich selbst zitierte, wurde entfernt. Die Verlage von Carr (1886)

und Kanigel (1991) in der Literatur wurden auf die der zitierten Ausgaben berichtigt.
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