
体積が等しくても、切り貼りでは移れない
— 平面では面積さえ等しければ必ず移れるのに、立体では正四面体を立方体にできない：二面角

arccos(1/3) が半回転の有理数倍でないから — [論文209]
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要旨

「面積が等しい」と「切って並べ替えれば移れる」は、平面では同じことを言っている。立体ではそうではな

い。本稿はその差を数で書き、差を生んでいるのが次元であることを示す。新しい数学定理も新しい法則も主

張しない。 第一に、五つの正多面体のうち、二面角が半回転の有理数倍であるのは立方体だけである。立方体
は  ちょうど、正四面体は 、正八面体は 、正十二面体は

、正二十面体は （第2節）。 第二に、正四面体の角が有理数倍でないこと

は、整数だけで確かめられる。  と置くと  という整数の漸化式になり、  は

 から  まで一度も  で割り切れない——ゆえに  は決して  にならない（第3節）。 第三に、そ
れでも限りなく近づく。  が半回転の整数倍からどれだけ離れているかは、  で 

まで小さくなる——近づくことと、届くことは別である（第4節）。 第四に、これが本稿の芯である。体積を 

に揃えても、二つの立体は移り合えない。立方体の稜は  で二面角は 、正四面体の稜は  で二
面角は無理数倍——デーン不変量が片方では零、もう片方では零でない（第5節）。 第五に、平面では手が実際

に見える。底辺を共有し頂点の位置だけが違う二つの三角形を、それぞれ三枚に切って同じ長方形に並べた

——面積は  のまま、無作為な  点すべてがちょうど一枚だけに含まれた（第6節）。

— —



本稿の射程（scope note）：新しい数学定理も新しい法則も主張しない——ヒルベルトの第三問題、デーンの不変
量、ワラス＝ボヤイ＝ゲルヴィンの定理、シドラーの定理は、いずれも標準的である。デーンの定理を証明しな
い——本稿が確かめるのは二面角が半回転の有理数倍でないことであり、不変量が切り貼りで保たれること自体
は引用する。デーン不変量を一つの数として書き下さない——それは  に住むので、書けるのは
「零でない」ということだけである。五次元以上について何も主張しない。曲がった立体や無限枚の切り分けを
扱わない——枚数は有限で、切り口は平面である。論文179 との関係：179 は「構成できない」の別根を扱った
——本稿の「移れない」は選択公理とは無関係であり、有限の手続きで妨げが計算できる側である。加えたのは
五つの正多面体の二面角を並べて有理数倍を一つだけ見つけたこと、無理性を整数の漸化式と  を法とする剰余
で確かめたこと、どこまで近づくかを  まで測ったこと、体積を揃えた二つの立体で不変量が分かれるこ
とを書いたこと、平面側の切り貼りを実際に構成して重なりを数えたことである。

1. 記法と位置づけ

二つの多面体が切り貼りで移り合えるとは、一方を有限枚の多面体に切り分け、それらを動かして他方をつく
れることをいう。移り合えるならば体積は等しい。問いは逆である：体積が等しければ、いつでも移り合える
か。

平面では答ははいである（ワラス＝ボヤイ＝ゲルヴィン）。立体ではいいえである（デーン）。本稿はその差を
測る。

位置づけ：論文203 では、臨界点の個数が大きく動くのに交代和だけが動かなかった——ここでは、切り分け
の枚数がいくらでも変わるのに体積ともう一つだけが動かない。論文208 では、次元と曲率が同じ仕事をした
——ここでは、次元そのものが柵になっている。

2. 二面角が有理数倍なのは、立方体だけである

検算 2.1：五つの正多面体の二面角を、半回転（ ）で割る。



立体 二面角 形

立方体 （ちょうど）

正四面体

正八面体

正十二面体

正二十面体

観察 2.2

五つのうち、有理数が出たのは一つだけである。そしてその一つが、空間を隙間なく埋められる唯一の
正多面体でもある——ただし本稿は、この一致が偶然でないことを示さない。

3. 整数だけで、決してならないことが分かる

 とおく。  だから、  と書けば

という整数の漸化式になる（初期値は ）。

検算 3.1：



 から  まで、  が  で割り切れることは一度も無く、  が  と食い違うことも一度
も無かった。値は多倍長の  とも  の精度で一致した。

観察 3.2

漸化式を  で割った余りで見ると  であり、  だから  である——  は  で
割り切れないので、  も割り切れない。  で  になるには  が要るが、それ
には  が要る。ゆえに  は決して半回転の整数倍にならず、  は無理数である。

観察 3.3

ここで効いているのは「  で割り切れないこと」という、たった一つの整数の性質である。幾何の問い
が、剰余の問いに変わった——そしてこれは近似では決して分からない：どれだけ精度を上げても「ま
だ届いていない」としか言えない。

4. どれだけ近づいても、届かない

検算 4.1：  が最も近い整数からどれだけ離れているかを、  を  まで動かして測る。

最も近い整数までの距離

観察 4.2

百万分の四まで近づく。もし「近い」で足りるなら、  個つなげた角はほとんど半回転の整数倍で
ある。しかし切り貼りが要求するのはちょうどであって、ほとんどではない——前節が言っているの
は、この列が零に触れることは決してないということである。



5. 芯：体積を揃えても、不変量が分かれる

多面体  のデーン不変量とは、稜の長さ  と二面角  を集めた

である。これは切り貼りで変わらない。

検算 5.1：体積をどちらも  に揃える。

立体 稜の長さ 稜の本数 稜の総長 二面角 

立方体 （有理数）

正四面体 （無理数）

観察 5.2

立方体では二面角がすべて  の有理数倍だから、  の中では零であり、和は零になる。正四面体で
は角が有理数倍でなく、稜の長さも零でないから、和は零でない。体積は等しく、不変量は違う——ゆ
えに有限枚のどんな切り分けも、一方を他方に移せない。

観察 5.3

ここで一つ、正直に書いておく。  は  に住むので、一つの実数として書き下すこと
はできない——テンソル積を数にするには  上の基底を選ばねばならず、それは選択公理を要する。本
稿が計算できたのは「零でない」ということだけであり、しかもそれには整数の剰余で足りた。論文
179 の「構成できない」とは別根である：あちらは選択公理の側の話で、こちらの妨げは有限の手続き
で確かめられる。

6. 平面では、手が実際に見える

底辺を –  に固定し、頂点の  座標だけを変えた二つの三角形をとる。どちらも面積は  である。中線
で切り、頂点から下ろした垂線でさらに切ると、三枚になる。二枚を中点のまわりに半回転させると、同じ長
方形（ ）ができる。

検算 6.1：



頂点の 三角形の面積 三枚の合計 動かした後の合計 ちょうど一枚に入った点

（長方形の中に無作為に  点をとり、三枚のうちいくつに含まれるかを数えた。）

観察 6.2

重なりも隙間も無い。そして二つの三角形が同じ長方形に着くのだから、二つは互いに移り合える。頂
点をどこに置いても同じ長方形が出るので、底辺と高さが同じ三角形は、全部ひとつながりである。

観察 6.3

平面では、移れることを手つきで見せられる。立体では、移れないことを数で見せるしかない——そし
て「見つからない」と「無い」は別である：第5節が言っているのは後者である。

7. 柵は何本か

点呼 7.1：

次元 十分な条件 名

面積が等しいこと（一本） ワラス＝ボヤイ＝ゲルヴィン

体積と不変量（二本） デーン、シドラー

同じく二本で足りることが知られている イェッセン

 以上 未解決 ──



観察 7.2

平面で「面積が等しい」が十分だったのは、面積のほかに保たれる量が無かったからである。立体で
は、もう一つある——そしてちょうどもう一つである（シドラー）。論文198 でも柵は二つあった——形
は同じで、中身は別である。

8. 分離子と柵

観察 8.1 （分離子）

「体積が等しい」と「切り貼りで移れる」を分けているのは次元である。  では同じ言葉であり、
 で別の言葉になる。精度でも、道具の巧拙でもない——平面で切れる人が立体で切れないのでは

なく、立体には切っても消えない量がもう一つあるのである。

観察 8.2 （柵）

「体積が等しければ移り合える」という言い方を囲っている柵は、  であることである。柵の外で
は、必要条件のままで十分条件でなくなる——偽になるのではない：足りなくなるのである。

観察 8.3

論文203 では、個数が動いても交代和が動かなかった——ここでは、枚数が動いても体積と不変量が動
かない。どちらも「動かすと消えるもの」を探して動かないものを見つけている。そして 203 では動か
ない量が一つで足りたのに、ここでは二つ要る——何本要るかは、数えてみるまで分からない。

9. 点呼と結び

本稿が測ったことを並べる。

1. 有理数倍は一つだけ（検算2.1）：五つの正多面体のうち立方体のみ。

2. 無理性は整数で分かる（検算3.1）： 、  まで  で割り切れない。

3. 近づいても届かない（検算4.1）：  で 。

4. 体積を揃えても不変量が分かれる（検算5.1）：立方体は零、正四面体は零でない。



5. 平面では手が見える（検算6.1）：三枚・  がちょうど一枚。

6. 柵は二次元で一本、三次元で二本（点呼7.1）。

7. 分離子は次元（観察8.1）。

結び：紙の上では、面積さえ合っていれば、いつでも切って並べ替えられる——手つきまで見せられる。とこ
ろが同じことを立体で言おうとした瞬間に、体積のほかにもう一つ、切っても消えない量が現れる。そしてそ
れが消えないことの証拠は、幾何の中には無かった——  が  で割り切れない、というたった一つの整数の性
質である。百万分の四まで近づくのだから、測って分かることではない。「まだ見つかっていない」と「無い」
を分けたのは、精度ではなく剰余であった。
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