
最後の桁を一つ変えると、固有値が 0.16 動く
— 「対角化できる」は、はい／いいえに見えて、実際には ε の n 乗根という量である：二十次のジョ

ルダン細胞では、丸め誤差だけで固有値が円周上に散る — [論文221]
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From thinking to syncing.

要旨

「対角化できる」ははいかいいえで答えられる問いである。本稿はその答が何を保証していないかを数で書

く。新しい数学定理も新しい法則も主張しない。 第一に、法則は  である。  のジョルダン細胞の隅に

 を置くと、固有値の大きさは  で 、  で 、  で 

になった——予言との比はどれも （第2節）。 第二に、固有値は円周上に等間隔で並ぶ。

では半径が全部  で一致し、角の間隔は 、すなわち  である（第3節）。 第三

に、これが本稿の芯である。同じ大きさの無作為な摂動を与えると、ジョルダン細胞は  で 

動くのに、よく離れた対角行列は  しか動かない——同じ乱れに対して  倍の違いである（第4

節）。 第四に、「はい／いいえ」は実は連続量である。固有値が  だけ離れた  行列はどの  でも対角化で

きるのに、固有ベクトルの条件数は  で  に達する（第5節）。 第五に、浮動小数点の中にジョ

ルダン細胞は現れない。  の無作為な乱れを加えると、  のいずれでも二百回とも  個の相異な
る固有値が出た（第7節）。

— —



本稿の射程（scope note）：新しい数学定理も新しい法則も主張しない——ジョルダン標準形、ウィルキンソンに
よる固有値の摂動解析、擬スペクトルは、いずれも標準的である。数値計算法を提案しない——本稿は既存の道
具で測るだけである。シューア分解を計算しない——安定な計算法があることは引用するにとどめる。非正規行
列の一般論を展開しない——出てくるのはジョルダン細胞と  の族だけである。実在の応用について何も主
張しない。論文219 との関係：219 では、収差の無いレンズが材料の空間の中の一点にしか無かった——本稿のジ
ョルダン細胞も行列の空間の中の一点であり、しかも算術が決してそこに立てない。論文217 との関係：217 で
は、定理の真偽が  で切り替わるのに効き目は連続に薄れた——ここでも同じことが起きる。加えたのは

 則を六つの次元で確かめて比  を得たこと、固有値が円周上に等間隔で並ぶことを測ったこと、
同じ摂動に対する動きを対角行列と較べて  倍の差を得たこと、条件数と固有値の動きを  ごとに測ったこ
と、二つの領域の境目が  であることを見たこと、二百回の試行でジョルダン細胞が一度も現れないことを
数えたこと、擬スペクトルの半径が  に一致することを確かめたことである。

1. 記法と位置づけ

 のジョルダン細胞とは、対角のすぐ上に  が並び、他がすべて  の行列である。固有値は  ただ一つで、
重複度は 、固有ベクトルは一本しかない。以下  とする（倍精度で  の隣にある数との差の程度であ
る）。

位置づけ：論文217 では、中点の一意性が  で切り替わるのに柔らかさは段階的であった——論文219 で
は、完全なレンズが一点にしか無かった。本稿はその二つが同時に起きる場所である。

2. 法則：  の  乗根だけ動く

検算 2.1：ジョルダン細胞の左下隅に  を置く。

固有値の大きさ（最大） 比



観察 2.2

十六桁目をひとつ変えただけで、二十次の行列の固有値が  動く。  自身の  倍である——「近
い行列は近い固有値を持つ」という言い方は、ここでは成り立たない。

3. しかも、円周上に等間隔で散る

検算 3.1：  で固有値の半径と偏角を測る。

測ったもの 値

半径（最小から最大まで）  から 

角の間隔（最小・最大）  と 

観察 3.2

十二個の固有値は  の十二乗根であり、円周上に完全に等間隔で並ぶ。重複度  の一つの固有値が、
個の単純な固有値に化けた——そしてどれも本物でない：もとの行列の固有値は  一つだけである。

4. 芯：同じ摂動で、対角化できる行列は  倍動かない

検算 4.1：ノルムが  の無作為な摂動を二十回ずつ与える。

行列 動きの最大 動き 

ジョルダン細胞

対角（よく離れている）

ジョルダン細胞

対角（よく離れている）

（  での  は 。）



観察 4.2

まったく同じ大きさの乱れに対して、片方は  しか動かず、もう片方は  動く——  倍
の差である。行列の大きさも摂動の大きさも同じで、違うのは固有ベクトルが基底をなすかどうかだけ
である。

5. 「はい／いいえ」は、実は連続量である

 行列  を、  成分が 、  成分が 、残る二つが  であるものとする。固有値は  と  だから、
 である限り対角化できる。

検算 5.1：

固有ベクトルの条件数  による動き

観察 5.2

「対角化できる」はどの  でも真であり、その基底はいくらでも悪くなる。語ははいかいいえで、語が
指しているものは連続である——  で切り替わるのは語のほうだけで、数のほうは何も切り替わら
ない。

6. 二つの領域と、その境目

検算 6.1：同じ  で、摂動  を変えて動きを測る。



動き

観察 6.2

摂動が小さいうちは動きは  に従い、  が  を越えると  に乗り換える。境目は  である
——そして乗り換えは滑らかであり、行列が対角化可能でなくなる瞬間は無い。論文217 で  を大きく
したときに起きたことと、同じ形である。

7. 浮動小数点の中に、ジョルダン細胞は現れない

検算 7.1：ジョルダン細胞に  の大きさの無作為な行列を足し、相異なる固有値の個数を数える（各  回）。

相異なる固有値の個数 何回中

つねに 

つねに 

つねに 

観察 7.2

一度も重複が残らない。固有値が重なる行列は測度零の集合であり、丸めは必ずその外へ押し出す——

ゆえに「この行列はジョルダン細胞である」は、計算では決して確かめられない。論文219 で完全なレ
ンズが材料の空間の一点にしか無かったのと同じで、ここでは行列の空間の一点であり、しかも算術が
そこに立てない。



8. 正直な対象：擬スペクトル／分離子と柵

固有値のかわりに、  の最小特異値が  を下回る  の集合（擬スペクトル）を見る。

検算 8.1：その半径。

擬スペクトルの半径 比

観察 8.2

擬スペクトルの半径は、固有値が実際に動いた半径と一致する。スペクトルは「一点」と言い、擬スペ
クトルは「円板」と言う——そして算術に見えるのは円板のほうである。

観察 8.3 （分離子）

「固有値」を分けているのはどの行列について言うかである——その行列ちょうどについてか、その近
くのすべてについてか。前者は  一つ、後者は半径  の円板であり、両方とも正しい。

観察 8.4 （柵）

「近い行列は近い固有値を持つ」という言い方を囲っている柵は、固有ベクトルが基底をなすことであ
る。柵の外では偽になり、しかも  倍偽になる。論文220 と同じことが起きている：「対角化できる
か」という検査は通ってしまうのに、通ったことは何も保証していない——保証するのは条件数とい
う、検査に現れない量である。

9. 点呼と結び

本稿が測ったことを並べる。



1. 法則は （検算2.1）：比は六つの次元すべてで 。

2. 円周上に等間隔（検算3.1）： 。

3. 同じ摂動で  倍の差（検算4.1）：  対 。

4. はい／いいえは連続量（検算5.1）：条件数 。

5. 境目は （検算6.1）：乗り換えは滑らか。

6. ジョルダン細胞は現れない（検算7.1）：  で  個。

7. 擬スペクトルが本当の半径（検算8.1）：  で六桁一致。

結び：二十次のジョルダン細胞の固有値は  ただ一つである——これは完全に正しい。そして最後の桁を一つ
変えると、その固有値は半径  の円周に散る——これも完全に正しい。二つは矛盾していない：前者はその
行列ちょうどについての言明であり、後者はその近くのすべての行列についての言明である。困るのは、測っ
て得た行列がどちらであるかを、こちらが決して知らないことである。「対角化できる」という答は、どんな計
算にも耐えるという意味を一切含んでいなかった——その意味を担っているのは、答のどこにも書かれていな
い条件数である。
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