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From thinking to syncing.

要旨

「解く」と言うとき、答が何個あるかを先に問うのが普通である。本稿が問うのは答の集まりがどういう種類

の対象かである——空集合か、点の対か、球面か、ベクトル空間か、それとも最小ですらない一つの関数か。

式はどれも同じ「＝0」で書かれる。新しい数学定理も新しい法則も主張しない。 第一に、同じ  が三
つの別の対象を返す。実数では空、複素数では二点、四元数では二次元球面である——単位純虚四元数を

 個取って、  の最大成分は （誤差 ）であった（第2節）。 第二に、有限体でも変わる。

 は法  で二解、法  で解なしである（第3節）。 第三に、行列にすると面にな

る。  を満たす実  行列は二径数の族をなす（第4節）。 第四に、微分方程式では解の集まりがベクト
ル空間になる。  は一次元、  は二次元（ロンスキアン ）である（第5節）。

第五に、これが本稿の芯である。変分問題では「＝0」は停留を意味するだけで、最小を意味しない。

 に対し  はどの  でも停留点だが、  では 、  では 

、  では  となり、  ちょうどで最小点から鞍点へ変わる（第6節）。

— —



本稿の射程（scope note）：新しい数学定理も新しい法則も主張しない——代数閉体と方程式の解の個数、四元数
における  の解集合、平方剰余の相互法則の初等的な帰結、線形常微分方程式の解空間の次元、第二変分
による停留点の分類は、いずれも標準的である。解の存在定理を証明しない——どの節も既知の解を数えるだけ
である。ガロア理論に立ち入らない——第3節は数え上げだけで、なぜそうなるかは扱わない。非線形微分方程式
を扱わない——第5節の「解空間はベクトル空間」は線形の場合に限る。変分法の一般論を作らない——第6節は
一つの汎関数の一つの停留点を見るだけである。数値解析を論じない。既刊との関係：論文231 はケーリー＝デ
ィクソンの階段を降りるたびに法則が一つ落ちることを示した——本稿は同じ階段を、方程式の解の側から見
る。論文16 は等号に六つの別根を数えた——本稿は「＝0」という一つの用法の内側を割る。論文179 は「構成で
きない」の別根を数え、コーシーの函数方程式に触れた——本稿はそこへは入らない。論文227 は「等号は到達
されるか」を点呼した——第6節はその変分版である。論文235 は境界条件で最小固有値が  になることを測っ
た——本稿第6節の  は同じ  に反対側から到着する。加えたのは四元数の解集合を二万点で確かめて球面
だと示したこと、同じ多項式の解の個数を九つの法で並べたこと、行列解の二径数族を残差で確かめたこと、解
空間の次元をロンスキアンで測ったこと、停留点が最小でなくなる位置を  と突き止めたことである。

1. 記法と位置づけ

問い：  と書いたとき、解の集まり  はどういう種類の対象か。

個数を訊いているのではない。空集合と、二点と、球面と、ベクトル空間と、関数一つは、個数以前に種類が
違う。未知数をどこに住まわせるかを決めないと、この問いには答えられない——そして記号「＝0」はそれを
書いていない。

位置づけ：論文16 は等号そのものに六つの別根を数えた——本稿はそのうち「条件式」という一つの用法の内
側を割る。

2. 数を変えると、集まりの種類が変わる

検算 2.1：  を三つの場所で解く。

未知数の住所 解の集まり 種類

実数 無し 空集合

複素数 二点

四元数 単位純虚四元数の全体 二次元球面



検算 2.2：単位純虚四元数  を乱数で  個取り、  を計算する。

量 値

 の最大成分

虚部の長さの平均

点群の階数（  内）

二万個すべてが解である。虚部は長さ  の球面上にあり、その球面は  を張る。（証明終）

観察 2.3

同じ二次方程式が、空集合・二点・二次元球面を返した。「二次方程式の解は高々二つ」という言い方
には柵が省かれている——正しくは可換体の上でである。論文231 は可換性を失う段を数えた——その
代償がここに現れている。

3. 有限体でも変わる

検算 3.1：  を法  で解く。

解 個数

無し

無し

無し

無し



観察 3.2

 で割った余りが  の素数では二解、  の素数では解なしである。本稿は数えるだけで、なぜそうなる
かには立ち入らない——ここで言いたいのは、同じ多項式の「＝0」が住所ごとに別の集まりを持つと
いうことだけである。

4. 行列にすると、面になる

検算 4.1：実  行列で  を解く。成分を行ごとに 、  と置いた  は、  で
ある限りどの  でも解である。

これに  を加えたものが解の全体である。（証明終）

観察 4.2

解は並べられる一覧ではなく、二径数の面である。「  ならば 」は数の話であって、行列
の話ではない——柵は零因子が無いことである。

5. 微分方程式では、集まりがベクトル空間になる

検算 5.1：四次のルンゲ＝クッタで  まで積分する。



方程式 解の集まり 次元

（  と  は比例）

（ロンスキアン ）

計算値は 、  と一致した。（証明終）

観察 5.2

ここでは「＝0」が返すのは点でも面でもなく、ベクトル空間である。そして次元は方程式の階数に等
しい——柵は線形であることであり、非線形ではこの言い方は成り立たない（本稿では扱わない）。

6. 芯：停留は最小を意味しない

検算 6.1： 、  とする。  はどの  でも第一変分が消える。そこで
 を入れて  を測る。

 の身分

最小

最小

最小

退化

鞍点

鞍点

鞍点

数値積分と閉じた形  は全段で一致した。（証明終）



観察 6.2

 はどの  でも「＝0」を満たす。それでも  では最小点ではなく鞍点である——「変分が零
だから最小」は偽である。

観察 6.3

変わり目は  ちょうどである。そこはディリクレ条件の最小固有値  が  を横切る場所であ
る——論文235 は同じ  に境界条件の側から到着した。本稿は変分の側から到着している。

観察 6.4

そして変分の「＝0」が返すのは数でも点でもなく、関数一つである——しかもその関数が最小を与え
るかどうかは、「＝0」の外で決まる。論文227 が「等号は到達されるかを決めていない」と書いたのと
同じ形である。

7. 分離子と柵

観察 7.1 （点呼）

未知数の住所 解の集まり 種類

可換体 高々  個の点 有限集合

非可換な多元体 単位純虚四元数の全体 球面（多様体）

有限体  個か  個 法に依る有限集合

行列環 二径数の族 面（零因子がある）

線形微分作用素 階数と同じ次元 ベクトル空間

汎関数 停留する関数 関数一つ（最小とは限らない）



観察 7.2 （分離子）

六つを分けているのは未知数をどこに住まわせるかである。記号「＝0」はそのどれとも書いていない
——論文233 の 、論文234 の 、論文235 の  と同じ形である。

観察 7.3 （柵）

よく言われる三つの文には、それぞれ柵が省かれている。「  次方程式の解は高々  個」——可換体の
上で（第2節）。「  なら 」——零因子が無いところで（第4節）。「変分が零だから最小」
——第二変分が正のときだけ（第6節）。三つとも、柵の外では偽ですらなく、空である。

8. 点呼と結び

本稿が測ったことを並べる。

1.  が空・二点・球面（検算2.1・2.2）：二万点、誤差 。

2. 同じ多項式が法によって  個か  個（検算3.1）。

3. 行列解は二径数の面（検算4.1）。

4. 解空間の次元が階数に等しい（検算5.1）：ロンスキアン 。

5. 停留点が  で鞍点に変わる（検算6.1）：  から  へ。

結び：「解く」という言葉は、答が何個あるかを問うているように聞こえる。ところが同じ  が、空集
合・二点・二次元球面という種類の違うものを返した。行列にすれば面になり、微分方程式にすればベクトル
空間になり、汎関数にすれば関数が一つ返る。分けているのは未知数をどこに住まわせるかであり、記号「＝
0」はそれを書いていない。そして最後の一つがいちばん効く——変分の「＝0」は停留を意味するだけで、最
小を意味しない。  はどの  でも停留点であり、  では鞍点である。変わり目の  は、論文235 が
境界条件の側から測った  と同じ数である——二つの道が、反対側から同じ柵に着いた。
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