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From thinking to syncing.

要旨

論文233 は、全方向に微分係数があっても全微分は無いことを示した。本稿はその逆側を測る——方向につい

ての要求を一段だけ強めると、無限回の微分可能性と解析性が丸ごと付いてくる体系がある。そして同じ「正

則」という語が、三つの別のことを指している。新しい数学定理も新しい法則も主張しない。 第一に、実数直
線では一回と二回が別である。  の二階差分商は右から 、左から  で、  をどれだけ縮めても近

づかない（第2節）。 第二に、実数直線では無限回微分できても解析的でない。  は

、  とどの冪より速く消える——よってすべての導関数が 

、テイラー級数は恒等的に 、それでも  である（第3節）。 第三に、これが本稿の芯であ
る。複素平面では円周上の値だけからすべての階数の導関数が読める。  について  から  まで、コーシ

ーの公式が返す値と厳密値の差は  から  であった（第4節）。 第四に、最大値はつねに

境界にある。単位円板上の  は内部で 、境界で （ ）である——だから
境界の無いコンパクトな面の上では、正則関数は定数しかない（第5節）。 第五に、偏微分方程式の「正則性」

は第三の語である。  で  が滑らかなら  の隣接差は 、  が一箇所で跳べば  跳ぶ

（第6節）。

— —



本稿の射程（scope note）：新しい数学定理も新しい法則も主張しない——コーシー＝リーマンの方程式、コーシ
ーの積分公式、最大値原理、リウヴィルの定理、  が解析的でないこと、楕円型正則性は、いずれも標準的
である。複素解析を再建しない——第4節は公式を数値で確かめるだけであり、証明しない。代数幾何に立ち入ら
ない——第5節が示すのは複素解析の最大値原理だけで、層も概型も扱わない。楕円型正則性の定理を証明しない
——第6節は一次元の一例を数えるだけである。「どちらが良い正則か」を決めない——三つは別の目的を持つ。
数値解析を論じない。既刊との関係：論文233 は「全方向に微分係数があっても全微分は無い」ことを示した
——本稿は逆側であり、方向についての要求を一段強めると何が付いてくるかを測る。論文177 は「連続」の五
別根を数え、強さの階段を示した——本稿の三つは階段ではなく、別の分野の同名語である。論文235 は「境界
条件」の四別根を数えた——第6節の「正則性」はその境界条件込みで決まる。論文16 は柵の外では偽ですらな
く空と書いた——本稿の三語も分野を言わないかぎり空である。加えたのは一階と二階の片側極限が  で離れ
ることを見せたこと、  がどの冪より速く消えることを四つの冪で測ったこと、コーシーの公式で七階まで
境界値から復元したこと、最大値が内部で境界に届かないことを数えたこと、源の跳びが解の二階微分の跳びに
一対一で移ることを示したことである。

1. 記法と位置づけ

論文233 は「あらゆる方向に微分係数があるのに、全微分は存在しない」例を挙げた。方向の要求が弱すぎると
どうなるかの話である。

本稿は逆側を測る——要求を一段だけ強めるとどうなるか。複素平面で「微分可能」と言うとき、平面のあら
ゆる方向から近づいて同じ極限を要求する。その一段だけで、無限回微分可能性と解析性が丸ごと付いてく
る。

そして「正則」という語は、分野ごとに別のものを指す——複素解析ではこの剛性、偏微分方程式では解の滑
らかさの度合い、実解析では単に  である。

2. 実数直線では、一回と二回が別である

検算 2.1：  とする。  はどこでも存在する。  を両側から測る。



右から 左から

両側の極限は  と  で、どれだけ縮めても近づかない。（証明終）

検算 2.2：  は  を持つが、  である。

観察 2.3

導関数は  の近くで全振幅にわたって振れ続ける——  は微分可能だが、  は連続でない。実数直線で
は、一回は二回を買わない。

3. 実数直線では、無限回でも解析的でない

検算 3.1： （ ）が、どの冪よりも速く消えるかを測る。



どの列も  へ行く。高い冪では途中で増えてから落ちるが、落ちる。（証明終）

観察 3.2

したがって  での導関数はすべて  であり、テイラー級数は恒等的に である。それでも
、  は  ではない——実数直線で

は  が解析性を買わない。

観察 3.3 （本稿で避けた罠）

最初、  での導関数を中心差分で測った。ところが  は偶関数なので  は恒等的に であ
り、何を測っても  が出る——対称性であって、証拠ではない。論文233 で試験関数を原点対称に置い
て両辺  になったのと同じ罠である。

4. 芯：複素平面では、一回で全部決まる

検算 4.1：単位円周上の  の値だけを使い、コーシーの公式で  における各階の導関数を求める（  点
の台形則）。



円周から得た値 厳密値との差

観察 4.2

すべての階の導関数が、境界の値だけから出た。実数直線にはこれに当たるものが無い——区間の端の
値をいくら知っても、内部の導関数は決まらない。

観察 4.3

違いは方向の要求である。実数直線では左右の二方向、複素平面では平面のあらゆる方向で同じ極限を
要求する——論文233 が示したのは方向ごとに存在しても足りないことであった。ここで示すのは、全
方向で一致することを要求すると、要求以上のものが付いてくることである。

5. 最大値は、つねに境界にある

検算 5.1：単位円板の上で  の最大を、内部と境界で比べる。

場所  の最大

内部（  の格子）

境界（ ）



観察 5.2

内部は一度も勝たない。したがって境界の無いコンパクトな面の上では、正則関数は定数しかない——

最大を取る点が内部にあることになり、矛盾するからである。

観察 5.3

「関数がたくさんある」ことを当たり前だと思ってはいけない。実数直線には滑らかな関数がいくらで
もある（第3節の  はその一例で、台をコンパクトにもできる）——複素の側では、同じことが原理的
に起きない。本稿は層も概型も扱わないが、代数幾何で「正則関数」と言うときの窮屈さの出所はここ
である。

6. 偏微分方程式の「正則性」は、第三の語である

検算 6.1： 、  を解き、  の隣接差の最大を測る。

源  の隣接差の最大

（滑らか）

 で跳ぶ階段

観察 6.2

源の跳び  が、解の二階微分の跳び  にそのまま移る。解は源よりちょうど二階だけ滑らかであり、そ
れ以上ではない——ここで「正則性」と言うのは剛性のことではなく、滑らかさの度合いである。

観察 6.3

そしてどこまで滑らかかは、境界条件込みで決まる——論文235 が「正値性も存在も一意性も方程式の
性質ではない」と書いたのと同じ場所に、この語も立っている。



7. 分離子と柵

観察 7.1 （点呼）

分野 「正則」の意味 買えるもの

複素解析 全方向で微分可能 無限回＋解析性＋剛性

偏微分方程式 解の滑らかさの度合い 源より二階だけ

実解析 解析性は買えない

観察 7.2 （分離子）

三つを分けているのはどの方向から近づくことを許すかである。実数直線では二方向、複素平面では全
方向——そして偏微分方程式の「正則性」は方向の話ですらなく、度合いの話である。

観察 7.3 （柵）

「一回微分できれば無限回」という文は複素平面の上でだけ真である。実数直線では一回は二回を買わ
ず（第2節）、無限回は解析性を買わない（第3節）。分野を言わないかぎり、「正則」は偽ですらなく、
空である（論文16）。

8. 点呼と結び

本稿が測ったことを並べる。

1. 片側極限が  と  で離れたまま（検算2.1）。

2. 導関数が  の近くで振れ続ける（検算2.2）。

3.  がどの冪より速く消える（検算3.1）： 。

4. 境界の値から七階まで復元（検算4.1）：誤差  まで。

5. 内部の最大が境界に届かない（検算5.1）：  対 。

6. 源の跳び  が解の二階に  で移る（検算6.1）。



結び：論文233 は、あらゆる方向に微分係数があっても全微分は無いと示した。本稿はその逆側である——方
向についての要求を一段だけ強め、平面のあらゆる方向で同じ極限を求めると、無限回の微分可能性も、解析
性も、境界値からの復元も、最大値原理も、丸ごと付いてくる。一つの要求が、要求していないものまで買っ
た。実数直線では何も付いてこない——一回は二回を買わず、無限回は解析性を買わない。そして「正則」と
いう同じ語が、偏微分方程式では剛性ではなく度合いを指し、その度合いは境界条件込みで決まる。分野を言
わないかぎり、この語は偽ですらなく、空である。最後に、本稿でも自分の検算が一度、対称性のせいで無意
味になった——偶関数の中心差分は、何を測っても  を返す。論文233 で同じ罠を踏んだのに、また踏んだ。
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