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要旨

ガウスが測地測量で三角形の内角の和を測り、空間が平坦かどうかを試したのだ——という語りが広く流通し

ている。本稿は歴史上の意図を判定しない。判定するのは数である。新しい数学も物理も主張しない。 第一

に、厳密な言明はガウス＝ボンネである。測地線三角形について内角の和から  を引いたものは、  の面積分
に等しい。単位球の八分の一で両辺が  で一致する（本稿で確認）（第2節）。 第二に、その三角形は確かに

曲率を測っている。三辺を  km とするとヘロンの公式で面積は  km 、地球半径  km に対

する球面過剰は  秒角である（本稿で計算）。十九世紀の器械で十分に見える量である（第3節）。 第三

に、ブレーキ。それは地表の曲率であって、空間の曲率ではない。地球まわりの空間切断の曲率は
 m 、同じ三角形での角欠損は  秒角にすぎない。二つは

九桁違う（本稿で計算）（第4節）。 第四に、宇宙論的曲率ならさらに三十一桁下である（  秒角）。

そして仮に完璧な零結果を  秒角で得たとしても、それが与える曲率半径の下限は地球半径の  倍でし

かない——空間の幾何の検査としては、この三角形は小さすぎる（第5節）。 第五に、最も鋭い柵は精度ですら
ない。測量の水平角は手続きの一部として基準面へ帰化される。したがって測られている対象は、空間につい

ての問いが立つより前に、構成上すでに「その面の上の三角形」である（第6節）。 分離子は「どの多様体に三

角形が載っているか」である（第7節）。

本稿の射程：新しい数学定理も新しい物理法則も主張しない。ガウス＝ボンネ、球面過剰、シュヴァルツシルト
空間切断の曲率はいずれも標準的である。歴史上ガウスが何を意図したかについては、本稿は何も判定しない
——資料の解釈は歴史家の仕事であり、本稿が扱うのはその語りが数として成立するかだけである。加えたのは
四つの「曲率」に住所と桁を書いたこと、零結果が与える下限を実際に計算したこと、最も鋭い柵が精度でなく
帰化の手続きにあると書いたことである。
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1. 記法と位置づけ

曲面のガウス曲率を 、球面の半径を 、三角形の面積を  と書く。秒角はラジアンで  であ
る。

位置づけ：論文91 は内在的曲率（驚異の定理）を扱い、論文128 はポアンカレ＝ホップの向きを一方向に限っ
た。本稿はガウスの側に戻り、「曲率を測った」という一語が四つの別の量を指しうることを、桁で示す。

2. 厳密な言明はガウス＝ボンネである

事実 2.1：測地線三角形について  である。曲率が一定なら右辺は  に、球面なら 

になる。

検算 2.2：単位球の八分の一（三つの直角、面積 ）で

内角の和 

差

（証明終）

3. その三角形は、確かに曲率を測っている

検算 3.1：三辺を  km とすると

面積（ヘロン）  km

地表の  m

球面過剰  rad   秒角

（証明終）



観察 3.2

これは隠れた微小量ではない。十五秒角は、当時の三角測量が日常的に扱っていた大きさである。測量
が球面過剰を補正するのは、まさにそれが見えるからである。

4. ブレーキ：それは地表の曲率であって、空間の曲率ではない

検算 4.1：地球の  m を使う。

空間切断の  m

同じ三角形での角欠損  rad   秒角

地表側との比

（証明終）

観察 4.2

二つは九桁違う。十九世紀の器械でも、二十一世紀の器械でも、この三角形で両者を分離することはで
きない。測量が見たのは地表であって、空間ではない。

観察 4.3

混同が起きるのは、驚異の定理（論文91）が正しいからである。地表の曲率は内在的であり、面の内側
にいるだけで測れる。だからこそ「内側から測れた」ことが「空間の内側から測れた」ことのように聞
こえる——しかし内在的であることは、どの多様体の内在量かを言わない。

5. 宇宙論的曲率と、零結果が与える下限

検算 5.1：曲率半径を  m と保守的に置くと  m 、同じ三角形での角欠損は  rad

 秒角である。第4節よりさらに三十一桁下である。（証明終）

検算 5.2：逆に、精度  の零結果が与える下限は  である。



精度  の上限 (m ) 曲率半径の下限 (m) 地球半径の何倍か

 秒角

 秒角

 秒角

 秒角

（証明終）

観察 5.3

完璧な零結果を  秒角で得たとしても、曲率半径は地球半径の  倍より大きい、としか言えな
い。空間の幾何の検査としては、この三角形は小さすぎる——そして「小さすぎる」は、器械の問題で
はなく面積の問題である。

6. 最も鋭い柵は、精度ですらない

観察 6.1

測量の水平角は手続きの一部として基準面へ帰化される。すなわち、器械がいくら良くなっても、出力
される「三角形の内角」は基準面上の量である。

観察 6.2

したがって測られている対象は、空間についての問いが立つより前に、構成上すでに「その面の上の三
角形」である。これは第4節・第5節より鋭い柵である——前二節は「小さすぎて見えない」と言い、本
節は「そもそも別の対象を見ている」と言う。



観察 6.3

本稿は歴史上の意図を判定しない。ガウスが何を考えていたかは資料の問題であり、本稿の道具は数だ
けである。数が言うのは、意図がどうであれ、この三角形は空間の曲率を決められなかった、というこ
とだけである。

7. 点呼：四つの「曲率」

観察 7.1

名 どの多様体か  の桁 (m ) この三角形で

面の曲率 地表（2次元）  秒角：測れた

空間の曲率 地球まわりの空間切断  秒角：測れない

宇宙の曲率 宇宙論的空間切断  秒角：測れない

時空の曲率 潮汐（4次元） ── 角度では出ない：別の量

観察 7.2

分離子は「どの多様体に三角形が載っているか」である。難しさでも精度でもない——同じ言葉、同じ
図、同じ内角の和が、四つの別の量を指している。

8. 結論

1. 厳密な言明はガウス＝ボンネである（検算2.2）。八分の一球で差はゼロ。

2. 測量は確かに曲率を測った（検算3.1）。  秒角。

3. ただしそれは地表の曲率である（検算4.1）。空間側は  秒角、九桁下。

4. 零結果の下限は弱い（検算5.2）。  秒角でも地球半径の  倍。

5. 最も鋭い柵は帰化の手続きにある（観察6.2）。

6. 分離子はどの多様体かである（観察7.1）。



結び：「曲率を測った」という文は、多様体の名を書かないかぎり、まだ量を指していない。ガウスの三角形
は、確かに曲がった何かの上に載っていた。それは私たちが立っている地面だった。
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