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要旨

方程式を数値で解く方法には、ニュートン法・割線法・二分法がある。「どれが速いか」と問えば、ふつうニュ

ートン法と答える。本稿が問うのは、「速い」の定義を変えると答が変わるかである——答は、三通りに変わる

である。新しい数学定理も新しい法則も主張しない。 第一に、実際に  を解く。  桁に達するま
で、ニュートンは  回、割線法は  回、二分法は  回（第2節）。 第二に、これが本稿の芯である。関数評価

の総数で数えると、割線法  個  ニュートン  個——勝敗が逆転する（第3節）。 第三に、効率指数がそれを

予言する。  はニュートン 、割線法 ——割線法が  速い（第3節）。 第四に、三つ

目の逆転がある。最初の一歩の桁あたり評価数では、二分法   ニュートン （第4節）。 第五に、
黄金比がここに立つ。割線法の収束次数は  の正根  である（第5節）。 第六に、分離子

は「何を一単位と数えるか」である。反復か、関数評価か、微分の有無か——方法の性質ではなく、数え方の

規約が答を決めている（第6節）。
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本稿の射程（scope note）：新しい数学定理も新しい法則も主張しない——ニュートン法の二次収束、割線法の 

次収束、二分法の線形収束、効率指数  は、いずれも標準的である。数値解析を作らない——使うのは一つの
方程式と、三つの反復だけである。収束次数を証明しない——  も  も引くだけであり、誤差漸化式の
導出には立ち入らない。一般の方程式を主張しない——  は単根・滑らか・良条件であり、最も都合の
よい場合である。重根では二次収束が線形に落ちるし、初期値が悪ければニュートンは発散する。回数の値を主
張しない——第2節の ・ ・  はこの初期値・この方程式・この停止条件での実測である。初期値を変えれば

 動く。評価コストが等しいと仮定している——  と  の計算量が同じだと置いた。実際には  のほうが高い
ことも安いこともあるので、第3節の逆転はこの仮定に依存する。二分法を貶めない——二分法は唯一、収束が保
証されている。速さの比較は、収束するという前提の上でのみ意味を持つ。黄金比の一致を主張しない——第5節
の  と論文269 の  はどちらも  から出るが、現象として関係があるとは主張しない。既刊との関
係：論文257 は「速さ」を変えても「行き先」は変わらないと示した——本稿は「速さ」の定義そのものが三通
りある場合である。論文255 は「精度」が二つあり較正で消えるのは一方だけだと分けた——本稿も一語の下の
複数の量を扱う。論文269 は結晶の  回対称が  で禁じられることを示した——本稿の  は同じ二
次方程式の根である。論文159 は「不適切」が一語でないと示した——本稿は「速い」が一語でないことを示
す。加えたのは  を三つの方法で実際に解いて反復回数と評価数を数えたこと、評価数で勝敗が逆転す
ると確かめたこと、桁あたり評価数を各段で計算し、最初の一歩では二分法が勝つという三つ目の逆転を見たこ
と、  と  が同じ二次方程式から出ると記録したことである。

1. 三つの方法と、三つの「速さ」

三つの反復法を並べる。

方法 反復式 一回あたりの関数評価

ニュートン法  個（  と ）

割線法  個（  のみ）

二分法 区間を半分にする  個

観察 1.1

「速い」の定義が三つありうる。



定義 何を一単位と数えるか

(a) 反復回数 反復を一単位

(b) 関数評価の総数 関数を一回呼ぶことを一単位

(c) 桁あたりのコスト  桁の精度を一単位

問い：三つの定義で、勝者は同じか。

2. 実際に解く：  回・  回・  回

設定： 、根は 。相対誤差が  を切るまで回す。

検算 2.1：ニュートン法（初期値 ）。

回 正しい桁

観察 2.2

桁が  とほぼ倍々になっている。これが二次収束である——一
回ごとに正しい桁数が二倍になる。

検算 2.3：割線法（初期値 、 ）。



回 正しい桁

観察 2.4

桁が  と、約  倍ずつ増えている。
、 、 ——  のまわりを揺れてい

る。

検算 2.5：二分法（区間 ）。

量 値

一回に得る桁 

 に要する回数  回

観察 2.6

定義 (a)（反復回数）では ニュートン  回が勝つ。割線法  回、二分法  回——これが「ニュートン
が速い」と言われる根拠である。

3. 芯：評価数で数えると、逆転する

設定：ニュートン法は一回に  と  の二つを評価する。割線法と二分法は一つである。



検算 3.1：

方法 反復回数 一回の評価数 総評価数

ニュートン法

割線法

二分法

観察 3.2

これが本稿の芯である。反復回数では  でニュートンが勝ち、総評価数では  で割線法が勝
つ——同じ計算の同じ実行で、勝敗が入れ替わる。

検算 3.3：効率指数 （  は収束次数、  は一回の評価数）で確かめる。

方法 収束次数 効率指数 

ニュートン法

割線法

二分法

観察 3.4

効率指数が実測の逆転を予言している。 、すなわち割線法は  速
い——収束次数が低いほうが、効率では勝つ。

観察 3.5

正直に書くべき点——この逆転は  と  の評価コストが等しいという仮定に依存する。  が解析的に
安く求まるならニュートンが勝ち、  が数値微分でしか得られないならさらに割線法が勝つ——答は問
題ではなく、コスト表が決めている。



4. 三つ目の逆転：最初の一歩では二分法が勝つ

設定：定義 (c)、桁あたりの評価数を、各段で計算する。

検算 4.1：ニュートン法（  反復  評価）。

段 増えた桁 評価/桁

検算 4.2：割線法（  反復  評価）。

段 増えた桁 評価/桁

検算 4.3：二分法はどの段でも一定である。

段 増えた桁 評価/桁

すべて



観察 4.4

最初の一歩を比べる。

第  歩の評価/桁 最終段の評価/桁

ニュートン法

割線法

二分法

観察 4.5

第  歩だけを見れば、二分法  がニュートン  より安い。超一次収束の方法は最初は遅く、
あとで急に速くなる——三つ目の逆転である。

観察 4.6

二分法の欄は上下で同じ数である。線形収束とは桁あたりのコストが永久に変わらないことであり、最
初に有利で最後に絶望的になる——最終段ではニュートンの  倍、割線法の  倍かかる。

観察 4.7

正直に書くべき点——割線法の最後の段（ ）だけ  と悪い。これは機械精度に達して伸びし
ろが無くなったためであり、方法の性質ではない——有効数字が尽きた欄を、速さの証拠に使ってはい
けない。



5. 黄金比がここに立つ理由

観察 5.1

割線法の誤差は  を満たす。  と置いて代入すると、指数は  を満た
さねばならない——正根が  である。

観察 5.2

論文269 は、結晶が  回対称を許さない理由が  が整数でないことだと書いた。その値は
、すなわち  である——数値の差は 、機械精度で一致する。

検算 5.3：

出どころ 値 満たす方程式

割線法の収束次数

結晶の  回対称（論文269） （ ）

観察 5.4

正直に書くべき点——本稿はこの一致に意味があるとは主張しない。どちらも整数係数の二次方程式の
根であり、そういう数は限られている——同じ数が立つことと、同じ根を持つことは違う（論文112 の
区別）。

6. 分離子：何を一単位と数えるか

観察 6.1

分離子——何を動かすと、勝者が変わるか。一単位の定義である。



「速い」の定義 勝者 値

(a) 反復回数 ニュートン法  回

(b) 関数評価の総数 割線法  個

(c) 最初の一歩の桁あたり 二分法

観察 6.2

三つの定義で、三つとも別の方法が勝つ。どれも正しい——変わったのは方法ではなく、数え方であ
る。

観察 6.3

論文159 は「不適切」が一語でないと示した。本稿は「速い」が一語でないことを示す——単位を言わ
ずに「速い」と言うことは、数を言わずに「大きい」と言うのに等しい。

観察 6.4

そして四つ目の軸がある——収束するかどうか。二分法は唯一、符号が変わる区間さえあれば必ず収束
する——ニュートン法は初期値によっては発散する。速さの比較は、収束するという前提の上でのみ意
味を持つ。

7. 点呼と結び

1. ニュートン  回（検算2.1）：桁が倍々。

2. 割線法  回（検算2.3）：桁が約  倍ずつ。

3. 二分法  回（検算2.5）：一回に  桁。

4. 総評価数  対 （検算3.1）：逆転する。

5. 効率指数  対 （検算3.3）：  速い。

6. 第  歩は （観察4.4）：二分法が勝つ。

7. 最終段は  対 （観察4.4）：  倍かかる。



8.  は  の正根（観察5.1）： 。

9. （検算5.3）：差 。

10. 三定義で三勝者（観察6.1）：数え方が決める。

結び：「どれが速いか」に答は三つあり、三つとも別の方法が勝つ。  を実際に解けば、反復回数では
ニュートン  回が勝ち、関数評価の総数では割線法  個が勝つ——ニュートンは一回に  と  の二つを要るか
らである。効率指数  がそれを予言する——ニュートン 、割線法  で、収束次数の低いほ
うが  速い。そして三つ目の逆転がある——最初の一歩だけを見れば、二分法の  がニュートン
の  より安い。超一次の方法は最初が遅く、二分法は桁あたりのコストが永久に一定だからである。た
だし最終段では、その一定さが  倍の差になる。分けるものは一つ——何を一単位と数えるか。反復か、関
数評価か、最初の一歩か。三つとも正しく、三つとも別の答を返す。単位を言わずに「速い」と言うのは、数
を言わずに「大きい」と言うのに等しい。
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