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From thinking to syncing.

要旨

ギターの弦には音程があり、太鼓には無い。どちらも同じ波動方程式に従う。本稿が問うのは、何が違うのか

である——答は、境界の形である。新しい数学定理も新しい法則も主張しない。 第一に、弦は整数比、円形膜

は無理数比である。膜の比は 、 、 、  である（第2節）。 第二に、これが本
稿の芯である。耳が捉える単純な音程から  から  セント外れており、半音（  セント）と同程度かそれ

以上である（第2節）。 第三に、弦なら隔たりはゼロである。 、 、  とちょうど整数比（第2節）。 第四

に、方程式は同じである。どちらもラプラシアンであり、違うのは境界だけである（第3節）。 第五に、変数分

離できる座標系は  個である。直交なら指数関数、球ならルジャンドル、円筒ならベッセル——境界が関数を
選んでいる（第3節）。 第六に、だから球座標のときだけ  が出る。円筒なら 、直交なら  すら出ない（第

4節）。

— —



本稿の射程（scope note）：新しい数学定理も新しい法則も主張しない——円形膜の固有振動、ベッセル関数の零
点、変数分離可能な  個の座標系（アイゼンハート）は、いずれも標準的である。偏微分方程式論を作らない
——使うのは五つの零点の比と、一つの対数だけである。固有値問題を解かない——ベッセル零点は文献値を引
くだけである。楽器を論じない——ティンパニが中心を外して叩かれること、空気の負荷が倍音を近似的に整え
ることは触れるにとどめ、扱わない。理想的な円形膜だけを扱う。音楽理論を作らない——協和・不協和の心理
も、音律も一切扱わない。セントは比を読みやすくするための目盛りである。「単純な音程」は約束である——第
2節の「分子・分母とも  以下」は本稿の取り決めであり、上限を上げれば隔たりは小さくなる。主張は「どの比
も整数でない」ことであって、セントの値ではない。逆問題を扱わない——論文102 はカッツの逆スペクトル問
題（スペクトルから形が決まるか）を扱った。本稿は順方向であり、形からスペクトルの比が決まる側である。
順逆が逆である。  個という数を主張しない——アイゼンハートの分類は三次元のヘルムホルツ方程式について
であり、次元や方程式を変えれば数が変わる。既刊との関係：論文02 は逆二乗場に純粋立体角  が現れること
を示した——本稿はその  が球座標を選んだことの帰結だという側から見る。論文258 は  が出るのは源が点
のときだけだと示した——本稿は座標系の側から同じ条件を言い直す。論文249 は拡散の  が場の  と同根だ
と示した——本稿は  が出ない座標系を並べることで、同じ根を裏から確かめる。論文276 はデシベルが比であ
って量でないことを示した——本稿のセントも比を対数で読む目盛りであり、兄弟である。加えたのは円形膜の
比を単純な音程からの隔たりとして --  セントと測ったこと、弦との差をゼロと対置したこと、  個の座標
系が関数を選ぶという形で「特殊関数の特殊さ」を境界に帰したこと、その帰結として  の出どころを座標系に
置いたことである。

1. 記法と問い

事実：ギターの弦を弾けば音程が聞き取れる。太鼓を叩いても音程は聞き取れない。

ところが：どちらも同じ方程式に従う。

問い：方程式が同じなら、何が違うのか。

観察 1.1

違うのは境界だけである。弦は線分（両端が固定）、膜は円板（周が固定）——本稿はその一点から、
音程の有無まで降りる。



2. 芯：弦は整数比、円形膜は無理数比

設定：固定端の弦の固有振動数は  に比例する（ ）。周を固定した円形膜の固有振動数は、ベッ
セル関数の零点  に比例する。

検算 2.1：基音との比を並べる。

モード 零点 基音との比 弦なら

観察 2.2

右の二列が一つも合わない。弦は  と整数、膜は 、  と整数でない——倍音
が調和しないので、音程が聞き取れない。

検算 2.3：「聞き取れない」を数にする。耳が捉える単純な音程（分子・分母とも  以下）から、どれだけ離れ
ているかを測る。半音は  セントである。

モード 比 最も近い単純比 隔たり

 セント

 セント

 セント

 セント



観察 2.4

これが本稿の芯である。隔たりは  から  セント——半音（  セント）と同程度か、それ以上で
ある。「わずかにずれている」のではなく、まるごと別の場所にある。

検算 2.5：弦と対置する。

弦の倍音 比 隔たり

第  セント

第  セント

第  セント

第  セント

観察 2.6

弦は隔たりがちょうどゼロである。近いのではなく、定義から整数である——弦の倍音が「調和」と呼
ばれるのは比喩ではなく、整数比だからである。

観察 2.7

正直に書くべき点——「単純な音程」を分子・分母  以下と決めたのは本稿の取り決めである。上限を
上げれば、どんな数も分数で近似できる——主張は「どの比も整数でない」ことであって、セントの値
そのものではない。

観察 2.8

実際のティンパニは音程を持つ。中心を外して叩き、空気の負荷が倍音を寄せるからである——つま
り、理想的な円形膜から離れることで音程を作っている。



3. 方程式は同じで、境界が関数を選ぶ

観察 3.1

弦も膜も、同じラプラシアンである。変わったのはどの座標で変数分離するかだけ——そしてそれは境
界の形が決める。

検算 3.2：三つの座標系で、何が出るかを並べる。

座標系 出てくる関数 名前

直交座標 指数関数

球座標 ルジャンドル

円筒座標 ベッセル

観察 3.3

方程式は三つとも同じである。出てくる関数だけが違う——「特殊関数」が特殊なのは、方程式ではな
く境界の形である。

観察 3.4

三次元のヘルムホルツ方程式が変数分離できる座標系は、アイゼンハートの分類で  個である。楕円
柱、放物柱、扁長回転楕円体、扁平回転楕円体、円錐、楕円体、放物面など——それぞれに専用の「特
殊関数」がある。

観察 3.5

したがって、特殊関数の一覧は関数の一覧ではなく、境界の一覧である。ベッセル関数を学ぶことは、
円筒という境界を学ぶことである——関数の側に本質は無い。



観察 3.6

論文102 はカッツの逆スペクトル問題（スペクトルから形が決まるか）を扱った。本稿は順方向である
——形からスペクトルの比が決まる側であり、順逆が逆である。あちらは「聴いて形が分かるか」、本
稿は「形が音程を消す」。

4. だから球座標のときだけ、  が出る

観察 4.1

第3節の帰結を、定数の側から書く。

検算 4.2：

座標系 境界が持つ量 出てくる定数

直交座標 面（平ら）  も  も出ない

円筒座標 円周

球座標 立体角

観察 4.3

論文02 は、逆二乗場に純粋立体角  が現れることを示した。本稿はそれを裏から見ている——  が出
るのは、球座標を選んだからである。

観察 4.4

そして球座標を選ぶのはこちらの都合ではない。源が点であれば、境界（等ポテンシャル面）が球にな
る——論文258 が「  が出るのは源が点のときだけ」と書いたのは、これと同じことを源の側から言っ
ている。



観察 4.5

論文249 は、拡散が捕らえる  が場の広がる  と同じ根だと示した。本稿は  が出ない座標系を並
べることで、同じ根を裏から確かめている——円筒では  しか出ず、直交では何も出ない。

観察 4.6

したがって  は方程式の性質ではない。ラプラシアンには  が書かれていない——境界を球に取った
瞬間に現れる。太鼓に音程が無いのと、  が出るのは、同じ一つの事実の二つの現れである——どち
らも境界が決めている。

5. 分離子：境界が方程式より上にある

観察 5.1

分離子——何を動かすと、音程が現れるか。境界の形である。

境界 固有値の比 音程

線分（弦） （整数） ある

円板（膜） （無理数） ない

観察 5.2

方程式は二行とも同じである。変わったのは境界だけ——音程という現象が、方程式ではなく形から出
ている。

観察 5.3

論文276 はデシベルが比であって量ではないことを示した。本稿のセントも比を対数で読む目盛りであ
る——どちらも「量に見える無次元数」を扱っており、兄弟である。



観察 5.4

最後に、この編が体系の中で何をしたかを書く。「特殊関数」も「 」も「音程」も、方程式の側の性
質ではなく、境界の側の性質である——三つとも、同じ一つの分離子が分けている。

観察 5.5

正直に書くべき点——本稿は「境界がすべてを決める」とは言わない。方程式が変われば（たとえば波
動方程式を拡散方程式にすれば）同じ境界でも別の答になる——言えるのは、方程式を固定したとき、
残りを決めているのが境界だということだけである。

6. 点呼と結び

1. 膜の比は 、 （検算2.1）：弦は 、 。

2. 隔たりは --  セント（検算2.3）：半音以上。

3. 弦の隔たりは  セント（検算2.5）：定義から整数。

4. 方程式は同じラプラシアン（観察3.1）：境界だけが違う。

5. 三つの座標系、三つの関数（検算3.2）：指数・ルジャンドル・ベッセル。

6. 変数分離できるのは  個（観察3.4）：境界の一覧である。

7. 球なら 、円筒なら （検算4.2）：直交なら何も出ない。

8.  は方程式に書かれていない（観察4.6）：境界が呼び出す。

9. 論文102 とは順逆が逆（観察3.6）：あちらは聴いて形を当てる。

10. セントは比の目盛り（観察5.3）：論文276 と兄弟。

結び：太鼓に音程が無いのは、境界のせいであって方程式のせいではない。弦も膜も同じラプラシアンに従う
のに、弦の倍音は  と整数比で隔たり  セント、円形膜は 、  と無理数比で、耳が捉
える単純な音程から  から  セント外れる——半音（  セント）と同程度か、それ以上である。わずか
にずれているのではなく、まるごと別の場所にある。同じことが「特殊関数」にも言える——変数分離できる
座標系は  個あり、直交なら指数関数、球ならルジャンドル、円筒ならベッセルが出る。特殊関数の一覧は、
関数の一覧ではなく境界の一覧である。そして同じ理屈が  に及ぶ——球座標なら 、円筒座標なら 、直
交座標なら何も出ない。ラプラシアンに  は書かれていない。境界を球に取った瞬間に現れる。分けるものは
一つ——境界の形。太鼓に音程が無いことと、逆二乗場に  が出ることは、同じ一つの事実の二つの現れであ
る。
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