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要旨

「相対論では速度が普通には足せない」という言い方は、事態を小さく見せすぎている。本稿は、足せない理

由が速度空間の曲率であることを数で示す。新しい物理法則は主張しない——ローレンツ変換に反する主張は

一つもない。 第一に、一直線上ならラピディティは厳密に足せる。  と  の合成は 、  と  は
、  と  は  で、アインシュタインの合成則と  は

 の桁で一致する（本稿で計算）（第2節）。 第二に、一直線でなければ回転が残る。 、  を

角  で合成すると、結果は純粋なブーストではなくブースト  回転になる（第3節）。 第三に、これが本稿の

芯である。その回転角は、ラピディティ三角形の面積である。  を  から  まで動かし、ウィグナー角と
双曲三角形の角欠損が  の桁で一致することを確認した（本稿で計算）。ガウス＝ボンネが、地表に続いて

速度空間でも働いている（第4節）。 第四に、分離子は非共線性である。  では三角形が線分に潰れ、面積

も回転もちょうど  になる。  で 、  で （第5節）。 第五に、ブ

レーキ。「足し方が違う」では足りない。速度の合成は可換でも結合的でもない： 、  に対
し 、  で速さは一致し向きが違う。結合則の破れは  である（本稿

で計算）（第6節）。 第六に、低速極限の  は調整ではなく、面積の主要項である（第7節）。

本稿の射程：新しい物理法則は主張しない——ローレンツ変換に反する主張は一つもない。速度空間の双曲性、
ラピディティ、トーマス＝ウィグナー回転、ジャイロ群はいずれも標準的である。加えたのはウィグナー角と双
曲面積の一致を自前で数値検証したこと、分離子を非共線性と書いたこと、三つの「足し算」に住所を書いたこ
と、同じガウス＝ボンネが体系の中で二度目に働くと指摘したことである。

1. 記法と位置づけ

 とし、速度  に対しラピディティを  で定める。速度空間とは、単位双曲面
 に誘導された計量を入れたものをいい、その曲率は （  を戻せば ）である。

— —



位置づけ：論文108 は相対論の三つの幾何を別根として分けた。論文91 は内在的曲率を扱った。本稿はその二
つの交点に立つ——速度の集合そのものが、曲率を持った空間なのである。また、地表についてガウス＝ボン
ネを使った議論（論文27）と、同じ定理がここで二度目に働く。

2. 一直線上なら、ラピディティは厳密に足せる

検算 2.1

アインシュタイン合成 差

（証明終）

観察 2.2

一直線上では、ラピディティが加法的な座標であり、速度はそうでない。ラピディティとは、静止点か
らの双曲的距離のことである——測地線に沿って長さを足しているのだから、足せて当たり前である。

3. 一直線でなければ、回転が残る

検算 3.1：  を  方向に、  を角  の方向に合成する。



合成ラピディティ ウィグナー角 

（証明終）

観察 3.2

二つのブーストは、ブーストに合成されない。残るのは回転である。

4. 芯：その回転角は、三角形の面積である

単位双曲面上に三点を取る： （静止）、 （第一のブーストの後）、 （両方の後）。三辺の長さはそれぞれ
 である。曲率  の面ではガウス＝ボンネにより面積  である。

検算 4.1

三つの内角の和



ウィグナー角 双曲三角形の面積 差

表全体での最悪差は  であった。（証明終）

観察 4.2

残った回転は、後から付け足された効果ではない。それは曲がった空間における三角形の角欠損そのも
のである。

観察 4.3

同じガウス＝ボンネが、体系の中で二度目に働いている（一度目は地表、論文27）。一度目は正の曲率
で過剰を、二度目は負の曲率で欠損を与えた。定理は同じで、符号だけが違う。

観察 4.4

したがって「トーマス＝ウィグナー回転」は、相対論に固有の奇妙な現象ではない。曲がった空間で閉
じた道を一周したときのホロノミーである——フーコーの振り子が球面で向きを変えるのと、定理とし
ては同じ場所にある。



5. 分離子は非共線性である

検算 5.1

ウィグナー角 面積

（証明終）

観察 5.2

 では三角形が線分に潰れる。面積は 、回転も 、そしてラピディティはただ足される。角を動
かせば曲率が効きはじめる——動かすべきものは非共線性である。

観察 5.3

第2節が「足せる」と言えたのは、速度が特別だったからではない。一次元の部分多様体には面積が無
いからである。

6. ブレーキ：可換でも結合的でもない

検算 6.1： 、 、  とする。



結合則の破れ

（証明終）

観察 6.2

速さは一致し、向きだけが違う。食い違いはちょうどウィグナー回転である。

観察 6.3

「相対論では速度の足し方が違う」という言い方は、事態を小さく見せすぎている。速度の集合は、こ
の演算のもとで群ですらない。正しくは、群でないものを群のように書こうとしたから破れが出た、と
いうべきである。

7. 低速極限の 

検算 7.1： 、二つの速度をともに  とする。



ウィグナー角 比

（証明終）

観察 7.2

比は  に収束する。主要項が担う  は、スピン軌道相互作用に現れるあの  と同じものである。そ
れは辻褄合わせの係数ではなく、面積の主要項である——三角形の面積が二辺の積の半分から始まるの
と同じ理由による。

8. 点呼

観察 8.1

「足し算」 空間 曲率 演算の性質

ガリレイの速度 ユークリッド 可換群

ラピディティ 双曲空間の測地線の長さ 一直線上でのみ加法的

相対論的速度 同じ双曲空間の点 可換でも結合的でもない

観察 8.2

三つとも「速度を足す」と呼ばれてきた。分離子は、その集合が載っている空間の曲率である。



9. 結論

1. 一直線上ならラピディティは厳密に足せる（検算2.1）。差は  の桁。

2. 一直線でなければ回転が残る（検算3.1）。

3. その回転角は三角形の面積である（検算4.1）。最悪差 。

4. 分離子は非共線性である（検算5.1）。  でちょうど 。

5. 速度の合成は可換でも結合的でもない（検算6.1）。破れは 。

6. 低速極限の  は面積の主要項である（検算7.1）。

結び：速度が素直に足せないのは、規則が変だからではない。速度の住んでいる場所が、曲がっているからで
ある。そして曲がった場所では、三角形を一周すると向きが変わる——地表でも、速度空間でも、同じ定理が
同じことを言っている。
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