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From thinking to syncing.

要旨

最小二乗法を解くとき、  という形に直してから解くことがある。本稿が問うのは、その書き換え

で何が失われるのかである——答は、有効桁のちょうど半分であり、それは近似ではなく恒等式として失われ

るである。新しい数学定理も新しい法則も主張しない。 第一に、  は、試したすべての行列で
 である（第2節）。 第二に、これが本稿の芯である。これは「たいてい二乗になる」ではなく、

特異値の定義からの恒等式である（第3節）。 第三に、正方でも対称でもない行列でも成り立つ。  のヴ

ァンデルモンドで比は （第2節）。 第四に、倍精度の有効桁は  桁しかない。  のヒル

ベルト行列では  が  で、残る桁は （第4節）。 第五に、悪化しない行列も存在する。直
交行列では  のままである（第4節）。 第六に、分離子は「  を作ったか、作らなかったか」である

（第5節）。

— —



本稿の射程（射程注記）：新しい数学定理も新しい法則も主張しない——条件数、特異値分解、正規方程式、ヒル
ベルト行列はいずれも標準的である。数値線形代数を作らない——使うのは一つの等式と、それを多倍長で確か
めた表だけである。解法の優劣を裁定しない——QR 分解や特異値分解を「使うべきだ」とは書かない。何が失
われるかだけを数で置く。後退誤差解析をしない——アルゴリズムごとの安定性の一般論には立ち入らない。触
れるにとどめる。正則化を扱わない——リッジ回帰などで条件数を人為的に下げる話は入れない。  ノルム以外
を扱わない——条件数は  ノルムで定義する。他のノルムでは二乗則は恒等式でなくなる。既刊との関係：論文
326 は二乗三乗の「法則」が法則ではなく恒等式だと示した——本稿は同じ動作の数値計算版である。『法則』と
呼ばれているものが定義から出ているなら、反例を探すのは筋違いになる。論文221 は最後の桁を一つ変えると
固有値が  動くと示した——そこでは入力の摂動が答を動かし、本稿では書き換えが感度そのものを二乗す
る。論文329 は同じ点から発散と収束が出ると示した——そこでは近似の作り方が壊れ、ここでは計算の桁が尽
きる。数値が信用できない理由は少なくとも三つある。論文95 は規約と事実を分けた——二乗則は事実ではな
く、  の定義の帰結である。論文300 は同根か別根かは判定できると示した——本稿の二乗則と論文221 の摂動
は、判定に掛ければ別根である。加えたのは比を多倍長で  桁まで出したこと、対称でない長方行列でも成り立
つことを示して「対称だから」を潰したこと、失う桁を倍精度の桁数と並べて負の値まで書いたこと、分離子を
「  を作ったか」に置いたことである。

1. 記法と問い

設定：  の行列 （ ）と  に対し、  を最小にする  を求める。正規方程式に直すと

となり、正方の対称行列を一つ解くだけになる——式は短くなり、実装も易しくなる。

観察 1.1

条件数  は、入力の相対誤差が答の相対誤差に何倍で届くかを測る。  が  なら、
答は約  桁を失う——これは標準的な目安である。

観察 1.2

本稿の測り方を先に固定する。条件数は  ノルム、計算は多倍長（  桁）で行う——倍精度で測る
と、測っている量そのものが倍精度の外に出るからである。



問い：  から  に書き換えたとき、条件数はどれだけ悪くなるのか。それは「たいてい」なのか、「常に」
なのか。

2. 比は、試したすべてで  だった

検算 2.1：ヒルベルト行列 （ ）で  と  を多倍長で計算する（本稿で計
算）。

比 

観察 2.2

自己検査——  で、教科書に載る値 約  と一致する。道具が正しく動
いていることを、独立に知られている一件で確かめてから表を読む。

観察 2.3

ヒルベルト行列は対称である。対称なら  なので、比が  になるのは当たり前に見える——

この表だけでは、二乗則が対称性から来ているのか、もっと一般のことなのかが分からない。

検算 2.4：そこで、対称でも正方でもない行列で確かめる。  の  個の等間隔点から作ったヴァンデルモン
ド行列（  行  次数  列）である——これは最小二乗の多項式当てはめで実際に現れる設計行列そのもので
ある（本稿で計算）。



次数 比

観察 2.5

対称性を外しても比は  のままである。  という縦長の、対称でも正方でもない行列で——「対
称だから二乗になる」という説明は、これで消える。

3. 芯：これは恒等式であって、経験則ではない

設定：なぜ常に  になるのかは、特異値分解を書けば一行で見える。

観察 3.1

 とすると  である。すなわち  の特異値は、  の特異値をそれぞれ二乗
したものである——したがって

観察 3.2

これが本稿の芯である。右辺と左辺は、同じものを二通りに書いただけである——  の性質でも、問題
の性質でも、行列の埋まり方の性質でもない。  の定義と、  の特異値の定義から出ている。



観察 3.3

ここが実務上の分かれ目である。もしこれが経験則なら、「二乗にならない行列を探す」ことに意味が
ある——恒等式なら、探しても無い。  を作ることを避ける以外に、逃げ道は無い。

観察 3.4

論文326 と同じ動作である。326 は「二乗三乗の法則」が幾何の恒等式であって法則ではないと書いた
——そこでも、反例を探すのは筋違いだった。『法則』と呼ばれているものが定義から出ているなら、
破る対象が存在しない。

観察 3.5

正直に書くべき点——恒等式なのは  ノルムのときである。  ノルムや  ノルムで条件数を定義する
と、  は  とちょうど一致しない——本稿の主張は  ノルムの内側でだけ厳密である。

4. 何桁が失われるか

設定：倍精度の仮数は  ビットである。十進に直すと  桁で、これが持っている桁の全部
である。

検算 4.1：  の桁数を引いて、残る桁を出す（本稿で計算）。

（ヒルベルト） 残る桁



観察 4.2

 で残る桁が負になる。負の桁数に意味は無い——意味があるのは「一桁も残らない」ということ
で、  の正規方程式の解は、倍精度では有効数字を一つも持たない。

観察 4.3

 のままなら  で  桁で、  桁が残る。同じ問題、同じ精度、同じ計算機で——書き方
を変えただけで、答が有効数字を持つか持たないかが変わる。

観察 4.4

境目は  と  の間にある。  では  桁が残り、辛うじて意味のある答が出る——  を
二つ増やしただけで、残る桁が  桁減る。ヒルベルト行列の条件数が指数的に増えるからであ
る。

観察 4.5

悪化しない行列も存在する。直交行列では  がすべて  なので  であり、  で条件数はや
はり  である——二乗しても  は  のままである。『  を作ると必ず悪くなる』も、正確には言い過
ぎである。

観察 4.6

観察 4.5 は、逃げ道の在処を教えている。悪くならないのは  が  に近いときだけで、QR 分解や特異
値分解が  を直交行列に分けてから解くのは、まさにその領域に入るためである——本稿は「そうす
べきだ」とは書かない。ただ、避けられる損失であることは数が示している。



5. 分離子：  を作ったか、作らなかったか

観察 5.1

分離子——解く過程のどこかで  を明示的に作ったか、作らずに  のまま扱ったか。

扱う行列 条件数  で残る桁

正規方程式

 のまま解く

観察 5.2

分離子は、行列の側にはない。同じ 、同じ 、同じ答を求めているのに——差を作っているのは、途
中で何を組み立てたかである。問題ではなく、手続きが感度を決めている。

観察 5.3

損失は、数値誤差が「入る」から起きるのではない。  を厳密に作っても、条件数はきっちり二乗
される——丸めが一度も起きなくても、その行列は  を持っている。失われるのは計算の途中ではな
く、問題の書き換えの時点である。

観察 5.4

正直に書くべき点——  が小さければ、正規方程式で何の問題も起きない。  なら二乗して
も  で、  桁のうち  桁が残る——本稿は「正規方程式を使うな」とは言わない。使って
よい範囲が  の平方根で決まる、と言っている。



観察 5.5

論文221 との位置関係。221 は入力の最後の桁を変えると固有値が  動くと書いた——そこでの原因
は入力の摂動である。本稿では入力は動かさず、式の書き方だけを変えて感度を二乗している——論文
300 の基準に当てれば、二つは別根である。

観察 5.6

最後に一つ——正規方程式は、式を短くするために作られた。  の長方形が  の正方形にな
り、対称正定値になり、コレスキー分解が使える——見た目の簡潔さと引き換えに、有効桁のちょうど
半分を払っている。そして払っていることは、式の上には書かれていない。

6. 点呼と結び

1. 比は （検算2.1）：ヒルベルト 。

2. （観察2.2）：教科書値と一致。

3.  の長方行列でも （検算2.4）：対称性は効いていない。

4.  の特異値は （観察3.1）：比は定義から出る。

5. 恒等式なので反例は無い（観察3.3）：探しても見つからない。

6.  ノルムでだけ厳密（観察3.5）：他のノルムでは一致しない。

7. 倍精度は  桁（第4節）：仮数  ビット。

8.  で残る桁 （検算4.1）：一桁も残らない。

9.  のままなら  桁残る（観察4.3）：同じ問題、同じ計算機。

10. 直交行列では悪化しない（観察4.5）：  を二乗しても 。

結び：最小二乗を正規方程式  に直すと、条件数はちょうど二乗される——ヒルベルト行列でも、
対称でも正方でもない  のヴァンデルモンド行列でも、  は多倍長で  で
ある。そしてこれは経験則ではない——  なら  であり、  の特異値は  の特異値
の二乗そのものだからである。  の性質でも問題の性質でもなく、  の定義の帰結である。だから「二乗にな
らない行列」を探すことに意味は無い——論文326 が二乗三乗の法則について書いたのと同じで、定義から出
ているものには破る対象が存在しない。ただし恒等式なのは  ノルムの内側である。代償は桁で数えられる
——倍精度の有効桁は仮数  ビット、すなわち  桁しかない。  のヒルベルト行列では

 で、残る桁は ——一桁も残らない。同じ問題を  のまま扱えば  桁が残



る。ただし常に悪化するのでもない——直交行列では  で、二乗しても  のままである。  が小さいうち
は正規方程式で何の問題も起きない。分けるものは一つ——解く過程のどこかで  を明示的に作ったか、作
らずに  のまま扱ったか。同じ 、同じ 、同じ答を求めていて、差を作っているのは途中で何を組み立てた
かである。丸めが一度も起きなくても、その行列はすでに  を持っている——失われるのは計算の途中ではな
く、問題を書き換えた時点である。最後に一つ——正規方程式は式を短くするために作られた。長方形が正方
形になり、対称正定値になり、扱いが易しくなる。その簡潔さと引き換えに有効桁のちょうど半分を払ってお
り、払っていることは式の上には書かれていない。
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