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From thinking to syncing.

要旨

角の三等分は作図できない、と言われる。本稿が問うのは、できないのは何のせいかである——答は、図形の

せいではなく、許した道具のせいである。新しい数学定理も新しい法則も主張しない。 第一に、

 は  の根である（第2節）。 第二に、代入した残差は 

で、倍精度の丸めの範囲である（第2節）。 第三に、これが本稿の芯である。定規とコンパスが作れるのは  の

冪次の拡大だけで、  は  の冪ではない（第3節）。 第四に、折り紙は  次方程式を解けるので、同じ角が三等

分できる（第4節）。 第五に、立方体倍積の  も、同じ理由で折れる（第4節）。 第六に、

分離子は「許す操作が  次までか、  次に届くか」である（第5節）。

— —



本稿の射程（射程注記）：新しい数学定理も新しい法則も主張しない——ヴァンツェルの  年の定理、三倍角
の公式、藤田の折紙公理、体の拡大次数はいずれも標準的である。ガロア理論を展開しない——可解性の判定や
群論的な扱いには立ち入らない。拡大次数という一つの量だけを使う。不可能性を証明しない——ヴァンツェル
の定理は引用するだけで、証明は与えない。触れるにとどめる。折り紙の公理系を尽くさない——藤田の七公理
の独立性や完全性には入らない。  次に届くという事実だけを使う。円積問題を扱わない——  の超越性は別の
話であり、折り紙でも作れない。実際の折り方を示さない——手順の図解は主題にしない。既刊との関係：論文
179 は「構成できない」にも別根があると示した——そこでは集合論の側で、選択公理の有無が構成可能性を分
けた。本稿は幾何の側で、道具の次数が分ける。同じ一語の下に、少なくとも二つの別根がある。論文331 は面
積が二種類の点を数えるだけで出ると示し、三次元では同じ式が存在しないと書いた——そこでは次元が限界を
作り、ここでは道具が作る。どちらも「無い」の理由を名指している。論文324 は万能の探索が無いことは問題
の数え方の帰結だと示した——そこでも不可能性が対象ではなく枠組みから出ていた。論文300 は同根か別根か
は判定できると示した——三等分と倍積は、判定に掛ければ同根である。どちらも  次の壁である。加えたのは

 が根であることを残差  で示し、ニュートン法で独立に確かめたこと、  が同じ多項式
の根ではないことを反例として置いたこと、三倍角の公式から式が出ることを数で確かめたこと、分離子を「許
す操作の次数」に置いたことである。

1. 記法と問い

設定：定規とコンパスで、与えられた角を三等分せよ——ギリシャ以来の問題で、  年にヴァンツェルが不
可能を示した。

観察 1.1

「不可能」という言葉が、二通りに読める。（a）この図形には三等分点が存在しない （b）この道具で
はその点に到達できない——正しいのは (b) である。

観察 1.2

三等分点は、もちろん存在する。  の三分の一は  であり、そこに点はある——分度器で測れば引
ける。問題は、定規とコンパスだけで到達できるかである。



観察 1.3

本稿の測り方を先に固定する。  の三等分を代表例とし、  が作図可能かを問う——すべての角
が三等分できないのではない。  は三等分できる。

問い：できないのは、図形のせいか、道具のせいか。

2.  は  の根である

設定：三倍角の公式は  である。  とすれば  なので

が出る。

検算 2.1：  を代入する（本稿で計算）。

量 値

 に代入した残差

ニュートン法で求めた実根

二つの差

観察 2.2

自己検査を三つ置く。（a）残差  は倍精度の丸めの範囲である。（b）多項式を独立にニュ
ートン法で解いた実根が、  と桁の限りまで一致した。（c）三倍角の公式  に代入すると

 になり、  と一致する——三方向から同じ数に着いてから、次に進む。

検算 2.3：反例を置く。  は同じ多項式の根か（本稿で計算）。

すなわち



量 値

 に代入した残差

観察 2.4

残差が  で、根ではない。  と  の差は  桁である——この多項式は 

に固有であって、どんな角でも根になるわけではない。検算が「何でも通る」形になっていないことの
確認である。

観察 2.5

そしてこの多項式は、有理数の上で既約である。有理根定理で候補  を試しても、
どれも根にならない——だから  の最小多項式は  次である。

3. 芯：定規とコンパスは、  の冪次の拡大しか作れない

観察 3.1

定規とコンパスでできる操作は、二つの直線の交点、直線と円の交点、二つの円の交点だけである。ど
れも、連立させると  次か  次の方程式にしかならない——一手ごとに、体の拡大次数は  倍か  倍に
しかならない。

観察 3.2

これが本稿の芯である。何手重ねても、到達できる数の拡大次数は  の冪にしかならない—— 、 、
、 、… であって、  は現れない。



観察 3.3

 の最小多項式は  次である。  は  の冪ではない——だから到達できない。これがヴァンツェル
の議論の骨格である。

観察 3.4

ここに図形の性質は一つも入っていない。角が特別に難しいのでも、  が病的なのでもない——  が
 の冪でない、という整数の事実だけで決まっている。

観察 3.5

だから同じ道具で三等分できる角もある。  の三分の一は  で、  は  次である——

「角の三等分は不可能」は正確には「一般の角については不可能」であり、特定の角では可能である。

観察 3.6

論文179 との対をなす。179 は「構成できない」にも別根があると書き、集合論の側で選択公理の有無
が分けると示した——本稿は幾何の側で、道具の次数が分ける。同じ一語の下に、少なくとも二つの別
根がある。

4. 折り紙は  次に届く

設定：紙を折る操作にも公理系がある（藤田の七公理）。そのうち第六公理は「二点をそれぞれ二直線の上に同
時に載せる折り目」を許す——これが  次方程式を解く操作にあたる。

観察 4.1

だから折り紙は  に到達できる。同じ  を、折り目一本で解く——定規とコンパ
スで不可能だったものが、紙で可能になる。

検算 4.2：立方体倍積でも同じことが起きる（本稿で計算）。



問題 到達すべき数 最小多項式の次数

角の三等分（ ）

立方体倍積

観察 4.3

自己検査——  の三乗は  である。独立に確かめられる関係で、値が正しいことを見
てから使う。

観察 4.4

二つの古典的難問が、同じ理由で不可能だった。どちらも最小多項式が  次である——論文300 の基準
に当てれば、三等分と倍積は同根である。別の見た目をした二つが、同じ一つの壁に当たっていた。

観察 4.5

そして同じ理由で、どちらも折り紙では可能になる。壁が同じなら、壁を越える道具も同じである——

同根であることが、解法の共有として現れている。

観察 4.6

正直に書くべき点——折り紙でも円積問題は解けない。  は超越数で、どんな有限次の代数拡大にも入
らない——  次に届いても、超越数には届かない。道具を強くしても越えられない壁が、別にある。

5. 分離子：許す操作が  次までか、  次に届くか

観察 5.1

分離子——一手で解ける方程式の次数が、  までか、  に届くか。



道具 一手の次数 到達できる拡大次数 三等分・倍積

定規とコンパス  まで  の冪だけ 不可能

折り紙（公理6）  に届く  を含む 可能

観察 5.2

分離子は、問題の側にはない。同じ角、同じ紙、同じ数である——差を作っているのは、何を一手と認
めるかだけである。

観察 5.3

だから「不可能」は、必ず道具を添えて言わねばならない。「角の三等分は不可能」は定規とコンパス
についての言明であって、角についての言明ではない——主語を取り違えると、存在しない不可能性を
信じることになる。

観察 5.4

分離子は動かせる。定規に目盛りを二つ入れるだけでも（ネウシス作図）  次に届く——アルキメデス
はそれで三等分している。道具の側を一つ緩めれば、壁が消える。

観察 5.5

論文324 との位置関係。324 は万能の探索が無いことが問題の数え方の帰結だと書いた——そこでも不
可能性は対象からではなく枠組みから出ていた。本稿では枠組みが道具である。

観察 5.6

最後に一つ——この問題が二千年ものあいだ解かれなかったのは、問いが難しかったからではない。答
が「できない」であることと、その「できない」が道具の性質だと分かることは、別の理解である——

ヴァンツェルがしたのは三等分を試すことではなく、道具のほうを測ることだった。



6. 点呼と結び

1. （検算2.1）：  の根。

2. 残差 （検算2.1）：倍精度の丸めの範囲。

3. ニュートン法の実根と差 （検算2.1）：独立な方法で一致。

4. 三倍角の公式で （観察2.2）：  と一致。

5.  の残差は （検算2.3）：何でも通る検算ではない。

6. 定規とコンパスは  の冪だけ（観察3.2）：  は現れない。

7. 図形の性質は一つも入っていない（観察3.4）：  が  の冪でないだけ。

8.  は三等分できる（観察3.5）：「一般の角については」が正確。

9.  も  次（検算4.2）：二つの難問が同根。

10. 折り紙でも円積は解けない（観察4.6）：別の壁が残る。

結び：角の三等分は作図できないと言われるが、「不可能」という言葉は二通りに読める——（a）この図形に
は三等分点が存在しない、（b）この道具ではその点に到達できない。正しいのは (b) である。  の三分の一は

 であり、そこに点はある。三倍角の公式から、  は  の根である——

を代入した残差は  で、倍精度の丸めの範囲。独立にニュートン法で解いた実根とも桁の限りま
で一致し、三倍角の公式に代入すると  になって  と合う。反例として  を代
入すると残差  で、この多項式は  に固有である。そしてこの多項式は有理数の上で既約なので、最
小多項式が  次である——一方、定規とコンパスでできるのは二直線・直線と円・二円の交点だけで、どれも

 次か  次の方程式にしかならない。何手重ねても到達できる拡大次数は  の冪にしかならず、  は現れない。
これがヴァンツェルの議論の骨格であり、ここに図形の性質は一つも入っていない——  が  の冪でないとい
う整数の事実だけで決まっている。だから同じ道具で三等分できる角もある——  の三分の一は  で、

 は  次である。「角の三等分は不可能」は正確には「一般の角については不可能」である。折り
紙は  次に届く——藤田の第六公理は二点をそれぞれ二直線の上に載せる折り目を許し、これが  次方程式を
解く操作にあたる。同じ  を折り目一本で解く。立方体倍積の  も最小多
項式が  次で、二つの古典的難問が同じ壁に当たっていた——論文300 の基準に当てれば同根であり、壁が同
じなら越える道具も同じである。分けるものは一つ——一手で解ける方程式の次数が、  までか、  に届くか。
分離子は問題の側にはない——同じ角、同じ紙、同じ数であり、差を作っているのは何を一手と認めるかだけ
である。だから「不可能」は必ず道具を添えて言わねばならない。「角の三等分は不可能」は定規とコンパスに
ついての言明であって、角についての言明ではない。そして分離子は動かせる——定規に目盛りを二つ入れる
だけでも  次に届き、アルキメデスはそれで三等分している。正直に書いておく——折り紙でも円積問題は解
けない。  は超越数で、どんな有限次の代数拡大にも入らない。  次に届いても超越数には届かず、道具を強く
しても越えられない壁が別にある。最後に一つ——この問題が二千年ものあいだ解かれなかったのは、問いが



難しかったからではない。答が「できない」であることと、その「できない」が道具の性質だと分かること
は、別の理解である。ヴァンツェルがしたのは三等分を試すことではなく、道具のほうを測ることだった。
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