
代数的に等しい二つの式が、返す有効桁を  桁変える
— 二次方程式の小さいほうの根は、素朴な式で  桁、有理化した式で  桁 — 原因は、

が  と  桁一致していることである — ほとんど等しい二つを引くと、一致していた桁がそのま

ま消える — [論文368]

山岸 勇輝 (Yuuki YAMAGISHI)

Yamagishi Complexity Torus Lab, Japan｜山岸勇輝ラボ
2026年9月

From thinking to syncing.

要旨

数学的に同じ式は、同じ答を返すと考えたくなる。本稿が問うのは有限桁の計算でもそうかである——答えは

そうならず、差は  桁に達する。新しい定理も法則も主張しない。 第一に、  の小さいほう

の根を、二つの等価な式で計算する（第2節）。 第二に、これが本稿の芯である。素朴な式は有効桁  桁、
有理化した式は  桁を返す（第2節）。 第三に、原因は  が  と  桁一致していることである（第

3節）。 第四に、  が小さければ両式は一致する（  で  対 ）（第

3節）。 第五に、  を  から  へ動かすと、素朴な式の有効桁は  から  へ落ちる（第2節）。 第六に、

分離子は「ほとんど等しい二つを引くか」であって、式の複雑さでも桁数でもない（第5節）。

本稿の射程（射程注記）：新しい定理も法則も主張しない——桁落ち（相殺による精度喪失）・有理化・浮動小数
点演算はすべて既知である。数値解析を作らない——丸め誤差の一般論や後退誤差解析には立ち入らない。名前
を挙げるにとどめる。実装を扱わない——倍精度以外の演算や補償付き総和は主題ではない。条件数を扱わない
——問題の条件数そのものは主題ではない。論文330 は条件数の二乗化を扱ったが、本稿が扱うのは同じ問題を
二通りに書いたときの差である。根の求解法を論じない——高次方程式の数値解法は主題ではない。一般化しな
い——全ての等価な書き換えが桁を変えるとは主張しない。相殺が起きる場合だけである。既刊との関係：論文
330 は条件数が二乗になるのが近似ではなく恒等式であることを示した——そこでは問題の側の性質だった。こ
こでは同じ問題の書き方の側である。論文360 は厳密な式が計算できないことがあると示した——そこでは項数
が問題だった。ここでは項の引き算が問題である。論文300 は同根か別根かが判定できることを示した——「数
学的に等しい」と「数値的に等しい」は、その基準で別根である。論文355 は経験則が自分の破れを指すことを
示した——ここでは式が自分の壊れる  を指す。加えたのは、二つの式の有効桁を五点で数に出したこと、差が

 桁に達することを示したこと、原因である  桁の一致を数で示したこと、桁落ちしない領域で両式が一致
することを対照として確かめたこと、分離子を「ほとんど等しい二つを引くか」に置いたことである。

— —



1. 記法と問い

設定：  の、絶対値の小さいほうの根を二通りに書く。

、  とする。二つは代数的に厳密に等しい。

観察 1.1

二つの式は、分子と分母に  を掛けただけの関係にある。代数的な変形である——数学
の上では区別がない。

観察 1.2

だが片方は引き算を含み、もう片方は含まない。  と ——符号が一つ違うだけであ
る。

観察 1.3

本稿はその一つの符号の帰結を数で出す。「精度が落ちる」ではなく「何桁落ちるか」——大きさが分
かれば、書き換えるかどうかを判断できる。

問い：代数的に等しい式は、同じ答を返すか。

2. 有効桁が  桁と  桁である

計算 2.1： 、  での二つの式（本稿で計算・倍精度）。

素朴 有理化



式 値

素朴な式

有理化した式

相対誤差（素朴）

有効桁（素朴）  桁

有効桁（有理化）  桁

観察 2.2

これが本稿の芯である。素朴な式は  桁しか合っていない——最初の一桁すら怪しい。相対誤差 

パーセントである。

観察 2.3

 という値には見覚えがある。  付近の倍精度の刻み幅のちょうど半分（
）である——計算した結果ではなく、丸めの残骸がそのまま答になってい

る。

計算 2.4：  を動かしたときの有効桁（本稿で計算）。

素朴な式の有効桁 有理化した式の有効桁



観察 2.5

 が二桁増えるごとに、有効桁が約  桁ずつ減る。 ——規則的である。偶
然の事故ではない。

観察 2.6

 で  桁になる。一桁も合っていない——式は答を返すが、その答には情報が無い。

3. 原因は  桁の一致である

計算 3.1：  と  の一致度（本稿で計算）。

相対差 一致している桁

 桁

—  桁

観察 3.2

 では、二つが  桁まで同じである。  に対して  だから、  は  の  桁下に
ある——その差は倍精度の分解能に埋もれる。

観察 3.3

ほとんど等しい二つを引くと、一致していた桁が消える。  桁一致していれば、引き算の後に残る
のは  桁——実測の  桁と、桁の勘定として合う。

観察 3.4

つまり壊れているのは引き算だけである。  そのものは正しく計算されている——どの演算が
悪いのかを、名指しできる。



観察 3.5

有理化した式は引き算を足し算に変える。  は同符号どうしの和である——相殺が起きないの
で、桁が消えない。

観察 3.6

対照として、  では両式が一致する。  対 ——そこでは
 と  の一致が  桁しかなく、引いても何も消えない。

4. 式は自分の壊れる場所を指す

観察 4.1

 と  の桁の比が判定になる。倍精度は約  桁——  が  に近づくほど危ない。

観察 4.2

だから計算する前に分かる。  と  を見れば、どちらの式を使うべきかが決まる——答を見てから気づ
くのでは遅い。

観察 4.3

論文355 と同じ形である。論文355 では経験則が自分の破れる速度を指した——ここでは式が自分の壊
れる  を指す。どちらも、式の中に限界が書いてある。

観察 4.4

実務上の作法は単純である。符号に応じて二つの式を使い分ける——  なら小さい根に有理化した
式を、  なら大きい根に使う。



観察 4.5

正直に言えば——本稿は誤差解析をしていない。示したのは、一つの例で有効桁が  桁違うことと、
その原因が一致度にあることだけである——一般の誤差限界は文献に譲る。

5. 分離子：ほとんど等しい二つを引くか

観察 5.1

分離子——式がほとんど等しい二つを引くかどうかであって、式の複雑さでも扱う数の大きさでもな
い。

演算  で  で

素朴な式 （相殺する）  桁  桁

有理化した式 （相殺しない）  桁  桁

観察 5.2

右の二列が判定になる。  では二つに差が無い——相殺が起きる領域でだけ、書き方が結果を変え
る。

観察 5.3

論文300 の基準で別根である。「数学的に等しい」は代数から、「数値的に等しい」は演算の丸めから決
まる——前者が成り立っても後者は成り立たない。

観察 5.4

分離子は動かせる。精度を四倍精度にすれば  でも耐える——だが  では同じことが起き
る。桁を増やすのは、境目を動かすだけで、消すことではない。



観察 5.5

正直に言えば——  桁も  桁も、倍精度・ ・  という明示した条件の上での値であ
る。別の条件なら別の数が出る——動かないのは、相殺した桁数だけ有効桁が減るという構造だけであ
る。

観察 5.6

最後に一つ——「式を整理する」という操作は、答を変えないとはかぎらない。代数的には変えない
が、数値的には  桁変える——整理した式が読みやすいことと、正しい答を返すことは、別の性質で
ある。

6. 点呼と結び

1. 二つの式は代数的に厳密に等しい（第1節）：有理化しただけ。

2. 素朴な式は  桁（計算 2.1）：相対誤差  パーセント。

3. 有理化した式は  桁（計算 2.1）：差は  桁。

4.  が二桁増えるごとに約  桁減る（観察 2.5）：規則的。

5.  で  桁（計算 2.4）：答に情報が無い。

6.  は  と  桁一致（計算 3.1）：これが原因。

7. （観察 3.3）：桁の勘定が合う。

8. 壊れているのは引き算だけ（観察 3.4）：平方根は正しい。

9.  では両式が一致（観察 3.6）：対照。

10. 精度を上げても境目が動くだけ（観察 5.4）：消せない。

結び：数学的に同じ式は、同じ答を返すと考えたくなる——有限桁の計算では、そうならない。
 の小さいほうの根を二通りに書く——素朴な  と、有理化した

 は代数的に厳密に等しく、符号が一つ違うだけである。ところが素朴な式は有効桁 

桁、有理化した式は  桁を返す。素朴な式の相対誤差は  パーセントで、最初の一桁すら怪しい。返ってく
る  は  付近の浮動小数の刻み幅そのもので、計算した結果ではなく丸めの残骸である。原因は
名指しできる——  では  が  と  桁まで一致している（  に対して  だから、

 は倍精度の分解能に埋もれる）。ほとんど等しい二つを引けば、一致していた桁がそのまま消える。
 桁という勘定は、実測の  桁と桁として合う。壊れているのは引き算だけで、平方根その



ものは正しく計算されている。有理化した式は同符号どうしの和に変えるので、相殺が起きない。そして式は
自分の壊れる場所を指す——  を  から  へ動かすと素朴な式の有効桁は

 と、二桁増えるごとに約  桁ずつ規則的に減る。  が倍精度の  桁に
近づくほど危ないのだから、計算する前に、どちらの式を使うべきかが決まる。論文355 で経験則が自分の破
れる速度を指したのと同じ形である。対照が、これが書き方の問題であることを示す——  では両式が一致
する（  対 ）。そこでは  と  の一致が  桁しかなく、引
いても何も消えない。分けているものは一つ——式がほとんど等しい二つを引くかどうかであって、式の複雑
さでも扱う数の大きさでもない。精度を上げれば  では耐えるが  で同じことが起きる。桁を増
やすのは境目を動かすだけで、消すことではない。正直に言えば——本稿は誤差解析をしておらず、一つの例
で有効桁が  桁違うことと、その原因が一致度にあることを示しただけである。最後に一つ——「式を整理す
る」という操作は、答を変えないとはかぎらない。代数的には変えないが、数値的には  桁変える。整理した
式が読みやすいことと、正しい答を返すことは、別の性質である。
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