
計算機に任せたのが場合分けか不等式かで、証明の性質が変わる
— 場合分け型では手数が始める前に決まる（二値  個なら  通り）が、不等式検証型では

余裕が決める — 余裕を  にすると、いくら割っても決まらない — [論文538]
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From thinking to syncing.

要旨

四色定理もケプラー予想も「計算機による証明」と呼ばれる。本稿が示すのは、機械に任せたものが場合分け

か不等式かで、手数が先に分かるかどうかが変わることである。新しい定理も法則も主張しない。 第一に、場

合分け型では手数が先に分かる——二値  個で  通り、  個で  通り、  個で  通りと、
始める前に数えられる（第2節）。 第二に、これが本稿の芯である。不等式検証型では、手数を決めるのは余裕

である——同じ式でも余裕  なら箱  個、  なら  個で、  倍違う（第3節）。 第三

に、余裕が零だと終わらない——等号が起きる場合は、いくら箱を割っても下界が  を超えない（第3節）。 第

四に、膨らむ原因は式の書き方にある——  を  と書いて区間で評価すると、  と  が同じ
値をとるという束縛が失われる（第3節）。 第五に、だから二つの型で、事前に言えることが違う——場合分け

型は「何時間で終わる」が言え、不等式検証型は終わってみるまで言えない（第4節）。 第六に、分離子は、余

裕という量が在るかどうかである——場合分け型にはその量が無い（第4節）。 キーワード：計算機による証
明、四色定理、ケプラー予想、区間演算、形式証明。
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本稿の射程（射程注記）：新しい定理も法則も主張しない——四色定理も、ケプラー予想の証明も、区間演算も標
準的である。どちらかの証明を再現しない——本稿は二つの型の性質を、小さな見本で測るだけである。四色定
理の可約性検査も、ケプラー予想の線形計画も実行していない。計算機による証明の正当性を論じない——人が
読めない証明を信じてよいかという問いには入らない。形式化の話をしない——定理証明支援系による検証（フ
ライスペック計画など）は、本稿の二分類とは別の軸である。区間演算の実装を比べない——中心形式やアフィ
ン算術を使えば膨らみは減る。本稿が使ったのは素の区間である。計算量の分類を主張しない——箱の数は一つ
の実装での実測であり、下界ではない。既刊との関係：論文303 は公式が  を返すのにその一点だけ証明が効か
ないと示した——あちらは証明が届かない一点を見た。本稿は証明が届くまでの手数が、何で決まるかを見る。
論文315 はどの次元が特別かは問いごとに違うと示した——接吻数の証明も球充填の証明も、本稿の第二の型に
属する。論文260 は同値性が定理でテーゼが定理でないと示した——「計算機で確かめられる」も定理の性質で
あって、計算機の性質ではない。論文300 は同根か別根かが判定できると示した——二つの型は「量の持ち物」
の基準で別根である。加えたのは、二つの型を小さな見本で並べたこと、場合分け型の手数が閉じた式で先に出
ることを確かめたこと、不等式検証型の箱の数を余裕ごとに  から  まで測ったこと、余裕を零にする
と終わらないことを示したこと、分離子を「余裕という量が在るか」に置いたことである。

1. 記法と問い

設定：四色定理（ ）は、避けられない配置の集まりを列挙し、その一つ一つが可約であることを機械に確
かめさせた。ケプラー予想（ 、形式化は ）は、多数の不等式を機械に検証させた。

観察 1.1

どちらも「計算機による証明」と呼ばれる。人が全部は読めない量の計算が入る——しかし機械に任せ
ているものが違う。

観察 1.2

片方は場合を数え、もう片方は大小を確かめる。場合の数は有限で、始める前に決まる——大小の確か
めは、どこまで細かく割るかが最初には分からない。

問い：その違いは、数で出るか。



2. 場合分け型 — 手数が先に分かる

計算 2.1：二値の判断を  個並べたときの場合の数を、実際に数え上げて確かめた。

二値の個数 場合の数

観察 2.2

数え上げた値が  に一致する。数え落としが無いことの検査——そしてこの値は、一件も調べる前に 

から計算できる。

観察 2.3

だから見積もりが立つ。一件あたりの時間を測れば、全体の時間が掛け算で出る——「この証明は何時
間で終わる」と、始める前に言える。

観察 2.4

難しいのは、列挙が尽くしているかどうかである。避けられない配置の集まりが本当に避けられないか
は、機械が言うことではない——機械が担うのは尽くしたあとの一件ずつであって、尽くしたことの証
明ではない。

3. 不等式検証型 — 余裕が決める

計算 3.1：  を、  の上で素の区間演算で確かめる。下界が  を超えるまで
箱を四分割し、使った箱の数を数えた。



余裕 使った箱

決まらない

観察 3.2

これが本稿の芯である。余裕を  から  にすると、箱は  倍に膨らむ——式も領域も同
じで、変えたのは余裕だけである。

観察 3.3

余裕が零だと終わらない。  は  の上で  になる——そこでは下界が  を超えることが
原理的にありえない。境目の反対側である。

観察 3.4

膨らむ原因は式の書き方にある。  と書けば非負であることが目で見えるのに、
と書いて  と  を別々の区間で評価すると、同じ値をとるという束縛が失われる——これは区間演算の
依存性問題と呼ばれる。式を書き換えれば箱は減る。

観察 3.5

だから箱の数は、問題の難しさそのものではない。式の表し方に依る——本稿の数は「素の区間演算
で、この書き方をしたとき」の実測であって、下界ではない。



観察 3.6

それでも型の違いは残る。どんな書き方をしても、余裕が零なら終わらない——余裕という量が効くこ
と自体は、書き方に依らない。

4. 分離子

観察 4.1

分離子は、余裕という量が在るかどうかである。場合分け型には余裕に当たる量が無い——  を決めれ
ば  が決まり、それ以上でもそれ以下でもない。

観察 4.2

事前に言えることが違う。場合分け型は「何時間で終わる」が言える——不等式検証型は、余裕を測る
まで言えない。そして余裕は、証明しようとしている主張そのものの一部である。

観察 4.3

論文300 の「量の持ち物」で別根である。不等式検証型の手数は余裕という持ち物を要る——場合分け
型の手数は個数だけを要る。同じ「計算機による証明」でも、必要な持ち物が違う。

観察 4.4

論文303 とは向きが違う。あちらは公式が値を返すのに、その一点で証明が届かないことを示した——

本稿は証明が届くまでの手数が何で決まるかを見る。届くかどうかと、いくらかかるかは別である。

観察 4.5

論文315 の主題は第二の型に属する。接吻数も球充填も、不等式の検証で決まる——だから「どの次元
が特別か」の証明の重さは、次元ごとの余裕に依る。



観察 4.6

言わないこと。人が読めない証明を信じてよいかは論じない——形式化による検証も、本稿の二分類と
は別の軸である。

5. 点呼と結び

1. 二値  個で  通り（計算 2.1）：始める前に分かる。

2. 数え上げが  に一致（観察 2.2）：数え落としが無い。

3. 見積もりが立つ（観察 2.3）：掛け算で時間が出る。

4. 列挙の網羅性は機械の仕事でない（観察 2.4）：尽くしたあとを担う。

5. 余裕  で箱  個（計算 3.1）：  で  個。

6.  倍に膨らむ（観察 3.2）：本稿の芯。

7. 余裕  では決まらない（観察 3.3）：境目の反対側。

8. 原因は依存性問題（観察 3.4）：式の書き方に依る。

9. 箱の数は下界ではない（観察 3.5）：一つの実装の実測。

10. 分離子は余裕が在るか（観察 4.1）：場合分け型には無い。

11. 事前に言えることが違う（観察 4.2）：何時間かかるか。

結び：四色定理もケプラー予想も「計算機による証明」と呼ばれる。場合分け型では手数が先に分かる——二
値の判断を  個、  個、  個と並べたときの場合の数は 、 、  で、数え上げた値が  に
一致する。この値は一件も調べる前に  から計算できるので、一件あたりの時間を測れば全体の時間が掛け算
で出る。難しいのは列挙が尽くしているかどうかで、そこは機械の仕事ではない。機械が担うのは尽くしたあ
との一件ずつである。不等式検証型では、手数を決めるのは余裕である——同じ式を  の上で確かめる
のに、余裕  なら箱  個、  なら  個、  なら  個、  なら  個で、
倍に膨らむ。式も領域も同じで、変えたのは余裕だけである。余裕を  にすると、いくら割っても下界が  を
超えない。  は  の上で  になるからで、これは境目の反対側である。膨らむ原因は式の書き方に
もある。  と書けば非負が目で見えるのに、  と書いて別々の区間で評価すると、同じ値を
とるという束縛が失われる。だから箱の数は問題の難しさそのものではなく、一つの書き方での実測であって
下界ではない。それでも、どんな書き方をしても余裕が零なら終わらない。分離子は、余裕という量が在るか
どうかである——場合分け型には余裕に当たる量が無く、  を決めれば  が決まる。だから事前に言えること
が違う。場合分け型は「何時間で終わる」が言え、不等式検証型は余裕を測るまで言えず、しかもその余裕は
証明しようとしている主張そのものの一部である。論文300 の「量の持ち物」でいえば、不等式検証型の手数は
余裕を要り、場合分け型の手数は個数だけを要る。論文303 は証明が届かない一点を見た。本稿は届くまでの



手数が何で決まるかを見たので、向きが違う。論文315 の接吻数も球充填も第二の型に属するので、「どの次元
が特別か」の証明の重さは次元ごとの余裕に依る。正直に言えば——どちらの証明も再現していない。二つの
型の性質を小さな見本で測っただけで、四色定理の可約性検査もケプラー予想の線形計画も実行していない。
人が読めない証明を信じてよいかという問いにも入らず、定理証明支援系による形式化は本稿の二分類とは別
の軸である。区間演算の実装も比べておらず、中心形式やアフィン算術を使えば膨らみは減る。箱の数は一つ
の実装での実測であって下界ではない。言えるのは、機械に任せたものが場合分けか不等式かで、手数が先に
分かるかどうかが変わる、そこまでである。
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