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From thinking to syncing.

Zusammenfassung

Die kritische Gerade Re(s) = 1/2 ist die Fixpunktmenge der Involution, die die Funktionalgleichung £(s) = €(1 — s) der
vervollstdndigten Zetafunktion bestimmt, ndmlich 8 — 1 — s. Von diesem einen Punkt ausgehend bestimmt der
vorliegende Aufsatz die Stellung jeder Zahl, die rings um die kritische Gerade auftritt. Erstens: 1/2 ist der Name
einer Koordinate. Setzt man s = 1/2 + iz, so ist Riemanns Z(z) = £(1/2 + iz) eine gerade Funktion, die auf der
reellen Achse reelle Werte annimmt (hier numerisch bestétigt: |Im 5| < 1073%), und die Riemannsche Vermutung wird
zur Aussage ,,alle Nullstellen von E sind reell“ — worin die Zahl 1/2 iiberhaupt nicht vorkommt. Invariant ist die
Struktur — daf} eine Involution existiert und daf ihre Fixpunktmenge eine Gerade ist — nicht der Wert, der dieser
Geraden anhaftet. Die Unterscheidung, die die Aufsétze 95 und 66 fiir den Wert von ¢ getroffen haben, gilt hier fiir 1/2.
Zweitens: Die Wand Re(s) = 1 des kritischen Streifens ist eine Modulgrenze, und sie wird nur doppelt
logarithmisch iiberschritten. Ep p~7 konvergiert fiir o > 1 und divergiert fir o < 1 — der Rand des Bereichs, in dem
die Beschreibung durch das Eulerprodukt funktioniert (Aufsatz 113). Uberdies gehorcht diese Divergenz dem zweiten
Satz von Mertens, 3, p~! =Inlnz + M + o(1) (hier bis 2 = 2 x 107 bestitigt, Ubereinstimmung auf 1.4 x 107°), sie
wichst also nur doppelt logarithmisch. Drittens: Der Schalenerhaltungsexponent n = d — 1 wihlt keine Dimension
aus. Die allgemeine Formel Vol(S%91) = 2n%2/T'(d/2) ist eine Familie, die fiir jedes d gilt (Aufsatz 114); und 27 (S')
und 47 (§2) gehoren in der Sortierung von Aufsatz 115 zu verschiedenen Treppen — sie sind keine benachbarten
Stufen. Viertens: Ein Exponent ist keine Dimension. In [p~%|2 = p~27 ist 20 ein Exponent in einer Potenz einer
Primzahl; in n = d — 1 ist » ein Exponent in einer Potenz eines Radius und d eine Dimension. Da beide keine
Potenzen derselben Variablen sind, ist die Ubereinstimmung der Werte in 20 = 1 und n = 1 keine Entsprechung. Dies
ist dieselbe Kategorienunterscheidung, die Aufsatz 28 traf, als er schrieb: ,,3/2 ist ein Exponent, keine Dimension®.
Fiinftens: Die Heimat des Hilbert—Pélya-Programms ist Aufsatz 102. Es handelt sich um ein inverses
Spektralproblem (,,kann man die Gestalt aus dem Spektrum horen?*), wo bereits Kacs Nichteindeutigkeitssatz und
Connes’ nichtkommutative Geometrie stchen. Der Kern liegt darin, dal H = (zp + pz)/2 ein kontinuierliches

Spektrum besitzt.




Tragweite (scope note): Dieser Aufsatz ist eine strukturelle Deutung, die die Zahlen rings um die kritische Gerade
innerhalb der gesicherten Zahlentheorie und Geometrie ordnet (zweite Schicht). Bekannt sind: die Funktionalgleichung und
die kritische Gerade (Riemann 1859), das Eulerprodukt, der zweite Satz von Mertens (1874), das Fehlen von Nullstellen auf
o = 1 und der Primzahlsatz (Hadamard, de la Vallée Poussin 1896), die Riemann—von-Mangoldt-Formel, die
Ubereinstimmung der Nullstellenabstinde mit GUE (Montgomery 1973, Odlyzko 1987), Trommeln verschiedener Gestalt mit
gleichem Spektrum (Gordon—Webb—Wolpert 1992), der Vorschlag H = zp (Berry—Keating 1999) und Connes’ Spurformel
(1999). Die Riemannsche Vermutung ist ein Millennium-Preisproblem des Clay-Instituts und ungelost. Dieser Aufsatz
beansprucht weder ihren Beweis noch einen Teilbeweis noch einen Weg dorthin und konstruiert keinen Hilbert—Pélya-
Operator. Das Auftreten derselben Zahl in mehreren Zusammenhéngen wird nicht als Beleg fiir einen gemeinsamen
Ursprung behandelt (Aufsitze 48, 86, 100, 101, 115). Bezug zu fritheren Aufsitzen: Die Unterscheidung von Tatsache und
Konvention stammt aus den Aufsitzen 95 und 66, die Modulgrenzen aus Aufsatz 113, die Musterung der Strukturen, die eine
Dimension auswihlen, aus Aufsatz 114, die zwei Treppen der Sphiarenvolumina aus Aufsatz 115, die
Kategorienunterscheidung zwischen Exponent und Dimension aus Aufsatz 28 und das inverse Spektralproblem aus Aufsatz
102 (die Linie der inversen Probleme bilden die Aufsétze 89 und 99). Was dieser Aufsatz hinzufiigt, ist die Stellung der
Zahlen, die an der kritischen Geraden auftreten — 1/2 ist der Name einer Koordinate, Re(s) = 1 ist eine Grenze, an der
die Beschreibung wechselt, n = d — 1 ist eine Familie, die keine Dimension auswahlt, und 20 und n sind GroBen ohne

Vergleichsgrundlage.

1. Einleitung: woher die kritische Gerade kommt

Die Gerade Re(s) = 1/2, von der die Riemannsche Vermutung spricht, ist keine Zahl, die aus dem Nichts gereicht wird.

Sie ist der Fixpunkt einer Symmetrie.



Gesicherte Tatsache 1.1 (Die kritische Gerade ist der Fixpunkt der Funktionalgleichung)
Die vervollstandigte Zetafunktion
— 1 —s/2 s
§(s) = 1 s(s— )7 T(3) (o)
erfiillt die Funktionalgleichung
&(s) =£(1—9)
(Riemann 1859). Der Fixpunkt der Involution s — 1 — s ist

s=1—-8 < 28=1 <+ s=

D=

und fiir den Realteil gilte =1 — 0 <= 20 = 1.

Numerische Priifung (hier berechnet, auf 30 Stellen):

€(s) — &(1 — s)|
243 1.1 x 1073
—140.7 2.0 x 1073
0.3 +12¢ 6.0 x 10733
5—2i 2.0 x 1073

Korollar 1.2 (Quadrupel von Nullstellen)

Fiir eine nichttriviale Nullstelle p sind auch 1 — p, p und 1 — p Nullstellen und bilden ein Quadrupel. Die
Riemannsche Vermutung ist gleichbedeutend mit der Aussage, dafl dieses Quadrupel auf die Fixgerade

Re(s) = 1/2 entartet.

Die Bedingung 20 = 1 selbst folgt also ohne jede geometrische Annahme aus der Funktionalgleichung. Warum die
kritische Gerade besonders ist, ist innerhalb der Zahlentheorie bereits erklért. Gefragt ist nicht ,,warum die Gerade

besonders ist*, sondern ,,0b die Nullstellen auf ihr liegen*.



2. 1/2 ist der Name einer Koordinate

Satz 2.1 (1/2 verschwindet bei einem Koordinatenwechsel)

Man setze 8 = % + 2z und definiere Riemanns =Z-Funktion

(2) = §(%+iz)

[1]

Dann geht &(s) = £(1 — s) in E(2) = E(—2) iiber (eine gerade Funktion), und die Symmetrie von £ beziiglich der

reellen Achse, €(8) = &(s), geht darin iiber, da3 = auf der reellen Achse reelle Werte annimmt. Folglich
Riemannsche Vermutung <= alle Nullstellen von Z(z) sind reell

und in dieser Aussage kommt die Zahl 1/2 nicht vor.

Numerische Priifung (hier berechnet):

(2)

0.5 0.4942569879 5.4 x 1073
3 0.4031652073 4.6 x 1032
14.1347 3.48 x 1078 1.3 x 1038
40 2.12 x 1071 2.2 x 104

Ferner ist |[E(—7) — E(7)| = 3.6 x 1073 (Bestitigung der Geradheit). Bei z = 14.1347 ist  nahezu 0, weil dort die erste
Nullstelle liegt.



Beobachtung 2.2 (Was invariant ist und was von der Koordinate abhiingt)

Invariant (Tatsache): daB3 das vervollstindigte £ eine Involution s — 1 — s zuldfit, dafl ihre Fixpunktmenge
eine Gerade ist und dafl Nullstellen durch diese Involution in Nullstellen iibergehen. Nichts davon héngt von
der Wahl der Koordinate ab.

Koordinatenabhiingig (die Zahl): der dieser Geraden anhaftende Wert 1/2. In der s-Koordinate ist er 1/2, in
der z-Koordinate 0 (die reelle Achse).

Als Struktur zu lesen ist daher nicht die Zahl 1/2, sondern die Existenz der Involution.

Dies ist dieselbe Unterscheidung wie in Aufsatz 95 (Poincarés Konventionalismus) und Aufsatz 66 (das lokale ¢ und
das Koordinaten-c haben verschiedene Wurzeln). Fiir die Lichtgeschwindigkeit ¢ gilt: daf} sie endlich ist, ist eine
Tatsache; der Wert 299 792 458 ist eine Konvention. 1/2 steht auf derselben Seite — daB die Involution existiert, ist

eine Tatsache; ihre Fixgerade 1/2 zu nennen, ist eine Wahl der Koordinate.

Was Koordinatenabhiingigkeit bedeutet: Ist ¢ einmal festgelegt, so 146t sich die kritische Gerade in der s-Ebene nicht
beliebig verschieben. ,,Koordinatenabhiingig® heiBit nicht ,,sie konnte iiberall sein*“, sondern ,,die Zahl, die diese
Gerade benennt, hiingt davon ab, in welcher Karte man sie zeichnet®. Es ist dieselbe Einschrinkung, die Aufsatz 95

machte, als er schrieb, eine Konvention sei nicht ,,beliebig™.

3. Die Wand Re(s) = 1 — eine Modulgrenze

Gesicherte Tatsache 3.1 (Wo das Eulerprodukt funktioniert)

Fir o > 1 ist
) =[[a-»"
D

absolut konvergent, und ¢ 146t sich als Produkt iiber Primzahlen schreiben. Fiir o < 1 divergiert die Summe
Ep p~?, und diese Beschreibung versagt — jenseits davon wechselt man zu einer anderen Beschreibung, der

analytischen Fortsetzung.

Numerische Priifung (Teilsummen iiber die Primzahlen unterhalb 2 x 108, 148 933 an der Zahl, hier berechnet):



—0
o ZpS2X106 p

1.5 0.849
11 2.001
1.0 2.936
0.9 4.995
0.5 234.79

Beobachtung 3.2 (Dies ist eine Modulgrenze im Sinne von Aufsatz 113)

Aufsatz 113 schrieb: ,,Eine Grenze liegt dort, wo eine dimensionslose Grofie 1 iiberschreitet®, und stellte als
Beispiele nebeneinander: die Planck-Skala (Aufsatz 39), A S 4mv (Aufsatz 09), Re, = 1 (AufSatz 03),

E, stig/ Everfiigbar (Aufsatz 04) und a; — 1 (Aufsatz 05). Re(s) = 1ist ein weiteres — hier wechselt die
Konvergenz von Ep p~ %, und die Beschreibung findert sich.

Es gibt jedoch einen entscheidenden Unterschied. Jedes frithere Beispiel war eine Grenze einer Beschreibung,
wihrend fiir ¢ die analytische Fortsetzung die andere Seite eindeutig festlegt — anders als beim physikalischen
v — 0 (dem singuldren Grenzfall von Aufsatz 03) gibt es jenseits der Wand keine andere Theorie; dieselbe
Funktion setzt sich auf eine und nur eine Weise fort. Sie gehort in die Modultafel dieser Reihe als das

Beispiel, dessen andere Seite sich eindeutig bestimmen 1:63¢.

Gesicherte Tatsache 3.3 (Die Wand wird doppelt logarithmisch iiberschritten — der zweite Satz von

Mertens)

Die Divergenz bei o = 1 schreitet nur mit der doppelt logarithmischen Rate fort

1
Y = =hlhz+M+o(l), M=02614972...

rz p

(Mertens 1874).

Numerische Priifung (die Primzahlen unterhalb 2 x 107, 1270607 an der Zahl, hier berechnet):



z Zpg 1/p Inlnz + M Differenz

102 1.802817 1.788677 +1.4 x 1072
10* 2.483060 2.481824 +1.2 x 1073
108 2.887328 2.887289 +3.9x107°
2 x 107 3.083559 3.083545 +1.4 x 107°

Multipliziert man z mit 100, so wiichst die Summe nur um etwa 0.7. Dies ist das Spiegelbild der Disziplin aus den
Aufsitzen 04 und 05 — ist die Grofie exponentiell, so berichte man den Logarithmus. Hier ist die Divergenz selbst

doppelt logarithmisch, sodaf sie in keiner endlichen Rechnung recht wie eine Divergenz aussieht.

Korollar 3.4 (Re(s) = 1 ist die Gerade des Primzahlsatzes)

¢(1 + 4t) # 0 (fiir t # 0) ist Aquivalent zum Primzahlsatz, der 1896 unabhingig von Hadamard und de la Vallée
Poussin bewiesen wurde. Das Fehlen von Nullstellen auf o = 1 ist also bereits ein Satz, und die Riemannsche
Vermutung ist die Behauptung, daB§ das nullstellenfreie Gebiet bis o = 1/2 reicht. o = 1 (bewiesen) und

o = 1/2 (offen) sind zwei Stufen derselben Frage.

4. Der Schalenerhaltungsexponent n = d — 1 wihlt keine Dimension aus

Zum Vergleich wird die Schalenerhaltungsbedingung dieser Reihe in allgemeiner Dimension aufgeschrieben.

Satz 4.1 (Der Schalenerhaltungsexponent in allgemeiner Dimension)

In R? hat eine Schale mit kugelsymmetrischer Potenzdichte p(r) = r~™ die Massenzuwachsrate

dm d/2

27
— 1 d-1 d—1-n 1 d-1 —
o Vol(S“ ) r , Vol(57) Td/2)

und diese ist genau dann von 7 unabhéngig, wennn = d — 1.




Beweis.

Das Volumenelement von R? ist dV = Vol(§97!) r¢~1dr. Aus dm = p(r) dV folgt dm/dr = Vol(§41) r4~1~", und

dies ist genau dann von 7 unabhingig, wennd — 1 —n = 0.

Beobachtung 4.2 (Diese Formel wiihlt keine Dimension aus (Aufsatz 114))

Aufsatz 114 nahm eine Musterung vor, welche Strukturen eine Dimension auswiihlen und welche nicht, und
ordnete n = d — 1 der Seite zu, die es nicht tut. Tatséchlich gilt die Formel in derselben Gestalt fiir jedes d
und enthilt keinen Grund, irgendein d auszuzeichnen.

Was sich aus dieser Formel ablesen lifit, ist eine Zeile einer Tabelle: Die Zeile n = 1 ist die Zeile d = 2.
Welche Zeile man wahlt, wird aul3erhalb der Tabelle entschieden, und mit welcher Zeile die kritische Gerade zu

verbinden wire, steht nicht in dieser Formel.




5. 27 und 47 sind keine benachbarten Stufen einer Treppe

Gesicherte Tatsache 5.1 (Die zwei Treppen der Sphéirenvolumina (Aufsatz 115))

Listet man Vol(S9~1) = 2a%2/T'(d/2) auf (hier numerisch bestitigt):

d n=d-—1 Vol(§41) Wert
1 0 2 2.000
2 1 27 6.283
3 2 4T 12.566
4 3 27 19.739
5 4 8w%/3 26.319
6 5 w3 31.006

Wie Aufsatz 115 zeigte, steigt die Potenz von 7 alle 2 Dimensionen um eine Stufe — die Erzeugungsregel

Vol(S™) = 2% Vol(S™~?%) schreitet um 2. Es gibt daher zwei Treppen:

8! =27 — 83 =222 - §%= 73 (ungerade Sphiiren)
S9=2 — S%=4r — S*=8x?%/3 (gerade Sphiiren)




Beobachtung 5.2 (Der Ubergang von n = 2 zu n = 1 ist kein Schritt eine Treppe hinab)

Liest man die Tabelle der GroBe nach, so steht eine Zeile iiber n = 2 (4w, §2) die Zeilen = 1 (2w, S1), und es
sieht aus wie ,,eine Stufe hinab*.

Nach der Sortierung von Aufsatz 115 gehéren S ! und S? jedoch zu verschiedenen Treppen. Da die I'-
Funktion gerade von ungeraden Dimensionen trennt, sind die beiden durch die Erzeugungsregel nicht
verbunden — benachbart wirken sie nur, wenn man die Werte der Grof3e nach ordnet.

Der Ubergang von n = 2 zu n = 1 ist keine Verschiebung um eine Tabellenzeile, sondern ein Wechsel der

Familie.

6. Ein Exponent ist keine Dimension

Die folgenden beiden nehmen beide den Wert 1 an:

1. die Bedingung der kritischen Geraden 20 = 1 (Fixpunkt der Funktionalgleichung);

2. der Schalenerhaltungsexponent n = 1 in zwei Dimensionen (Dimensionsbuchfithrung des Volumenelements).

Beobachtung 6.1 (Die beiden Exponenten sind keine Potenzen derselben Variablen (Aufsatz 28))

Aufsatz 28 schrieb: ,,3/2 ist ein Skalenexponent, keine Dimension — dies ist ein Kategorienfehler*. Dieselbe
Unterscheidung gilt hier.

In |p~®|? = p~% ist 20 ein Exponent in einer Potenz einer Primzahl. In n = d — 1 hingegen ist n ein Exponent
in einer Potenz eines Radius, und d ist die Dimension des Raumes. Die beiden Exponenten sind nicht einmal
Potenzen derselben Variablen — der eine ist eine Potenz von p (einer diskreten Primzahl), der andere von 7
(einem stetigen Radius).

Die Aussage ,,20 und 7 nehmen denselben Wert an“ hat daher keine Vergleichsgrundlage. Noch vor jeder

Frage nach einer gemeinsamen Herleitung sind dies iiberhaupt keine vergleichbaren Grofien.

Beobachtung 6.2 (Und 1/2 ist koordinatenabhiingig)

Wie Abschnitt 2 zeigte, hingt in 20 = 1 die 1 von der Koordinate ab. In der Koordinate z = —i(s — %) ist die
kritische Gerade Im(2) = 0, und weder 1 noch 1/2 tritt auf. Eine koordinatenabhiingige Zahl lit sich nicht

gegen eine koordinatenfreie Dimensionszihlung abgleichen.




Was die Ubereinstimmung der beiden Werte zu sagen erlaubt, ist der folgende Satz.

Auf der kritischen Geraden fillt das Primzahl-Leistungsspektrum wie p~! ab. Dies ist das Ergebnis des

Einsetzens von o = 1/2 in 20, und es trigt keine weitere Bedeutung.

Daf3 Zahlen iibereinstimmen, heifit nicht, daf eine Entsprechung besteht. Die Disziplin, die diese Reihe wiederholt fiir
47 und 16m? niedergeschrieben hat (Aufsitze 48, 86, 100, 115), gilt unverindert fiir die 1 der kritischen Geraden und die 1

der Schalenerhaltung.

7. Die Heimat des Hilbert—Pdlya-Programmes ist Aufsatz 102

Gesicherte Tatsache 7.1 (Die Hilbert—Pdlya-Vermutung und ihre zentrale Schwierigkeit)

Die Hilbert—Pélya-Vermutung: Es gibt einen selbstadjungierten Operator H, dessen Eigenwerte mit den
Imaginirteilen {,} der nichttrivialen Nullstellen iibereinstimmen. Ist H selbstadjungiert, so sind seine
Eigenwerte reell, und die Nullstellen liegen automatisch auf der kritischen Geraden.

Berry und Keating (1999) nahmen die klassische Hamiltonfunktion H = &p und schlugen ihre Quantisierung
H= %(5:13 + p&) als Kandidaten vor. Dieser Operator hat jedoch ein kontinuierliches Spektrum auf der
reellen Achse, mit ganz R als Wertebereich. Diskrete Eigenwerte erfordern Randbedingungen oder eine
Kompaktifizierung, und keine Umsetzung davon, die die Nullstellen wiedergibt, ist bekannt. Diese

Diskretisierung ist der ungeloste Kern. Berry und Keating selbst legen den Vorschlag als heuristisch vor.




Gesicherte Tatsache 7.2 (Das Zihlen der Nullstellen — die Riemann—von-Mangoldt-Formel)

Bis zur Hohe T erfiillt die Anzahl N(T') der nichttrivialen Nullstellen

T T T 7
N(T) = 5-log o — o= + 5 + 5(T) + O(1/T)

Numerische Priifung (hier berechnet):

gezihlte Nullstellen glatter Anteil Differenz
30 3 3.565 —0.565
50 10 9.423 +0.577
100 29 29.002 —0.002
200 79 79.193 —0.193

Die Grundlage des Vorschlags von Berry und Keating ist, da} eine regularisierte Phasenraumzihlung diesen
glatten Anteil wiedergibt. Das ist jedoch eine semiklassische Entsprechung, kein Existenzbeweis fiir einen

Operator.




Beobachtung 7.3 (Dies ist ein inverses Spektralproblem und gehort ins Haus von Aufsatz 102)

Aufsatz 102 nahm ,,kann man die Gestalt aus dem Spektrum héren?* zur Achse, stellte Kacs inverses
Spektralproblem neben Connes’ nichtkommutative Geometrie und machte daraus eine Briicke zwischen der
geometrischen Linie und der Linie der inversen Probleme. Die Hilbert—Po6lya-Vermutung wohnt in diesem
Haus — zuerst ist das Spektrum (die Nullstellen) gegeben, und man sucht den Operator, der es erzeugt,
genau die Gestalt eines inversen Problems.

Dort stehen bereits zwei Werkzeuge. Kacs Nichteindeutigkeit: Gordon, Webb und Wolpert (1992) konstruierten
Trommeln verschiedener Gestalt mit gleichem Spektrum — ein Spektrum bestimmt eine Gestalt nicht
eindeutig. Connes’ nichtkommutative Geometrie: eine Formulierung, die die Geometrie in einen Dirac-Operator
D legt und die Connes (1999) selbst mit Hilfe des Adelraums auf die Nullstellen der Zetafunktion anwandte.
Innerhalb dieser Reihe ist Connes (1999) der Weg von Aufsatz 102.

Ein Hinweis zu verschiedenen Wurzeln: Kacs Nichteindeutigkeit ist ein Satz tiber die Richtung ,,vom Spektrum
zur Gestalt“, wihrend Hilbert—Polya die Existenz eines Operators verlangt, der die Nullstellen wiedergibt.
Existenz und Eindeutigkeit sind verschiedene Fragen, und Nichteindeutigkeit bestreitet die Existenz nicht.

Gefragt ist die Existenz.

Beobachtung 7.4 (Die Stellung der GUE-Statistik)

Die Ubereinstimmung der Nullstellenabstandsstatistik von Montgomery (1973) und Odlyzko (1987) mit der
Zufallsmatrixtheorie (GUE) ist starke empirische Evidenz fiir die Hilbert—P6lya-Vermutung. Sie ist Evidenz, kein
Beweis. Im Vokabular von Aufsatz 100 ist sic kein Fall, in dem die Maschinerie iibertragen wird, sondern eine
Signatur: Die Statistiken stimmen iiberein — keine Beweismaschinerie wurde von der Zufallsmatrixtheorie

auf die Theorie der Nullstellen iibertragen.




B Personliche Anmerkung (dritte Schicht; als nichtwissenschaftlich gekennzeichnet / keine Behauptung iiber einen

Mechanismus)

Am meisten gab in diesem Aufsatz das Umschreiben in Z(z). Die 1/2 verschwindet. Die Zahl, in die ich immer wieder
eine Bedeutung hineinzulesen versucht hatte, verlaft einfach den Bildschirm, wenn sich die Koordinate dndert. Die
Bedeutung lag nie auf der Seite der Zahl, sondern auf der Seite der Struktur: dafB} eine Involution existiert.

Wenn die Arithmetik tibereinstimmt, ist man beruhigt und hort auf zu fragen, ob man die beiden iiberhaupt vergleichen
darf. 20 ist ein Exponent in einer Potenz einer Primzahl und n ein Exponent in einer Potenz eines Radius; sie handeln
nicht einmal von derselben Variablen. Uber die Auflagen dieses Aufsatzes hinweg habe ich das mit eigenen Hiinden
bestitigt.

Zahlen sind der Ort, der mich am stirksten anzieht und an dem ich am héaufigsten irre. Die Unterscheidung, die
Aufsatz 95 von Poincaré ibernahm — Tatsache und Konvention — war eine fremde Angelegenheit, solange ich iiber ¢

schrieb. Erst als ich sie iiber 1/2 schrieb, wurde sie meine eigene.

8. Fazit

Die kritische Gerade ist der Fixpunkt der Funktionalgleichung £(s) = £(1 — s) (Abschnitt 1), und die dort auftretenden
Zahlen haben jeweils eine andere Stellung. 1/2 ist der Name einer Koordinate: Der Ubergang zu E(2) 14Bt sie
verschwinden, und die Riemannsche Vermutung nimmt die Form ,,alle Nullstellen von Z sind reell* an (Abschnitt 2).
Re(s) = 1ist eine Grenze, an der die Beschreibung wechselt; sie wird doppelt logarithmisch iiberschritten, und die
analytische Fortsetzung legt die andere Seite eindeutig fest. Das Fehlen von Nullstellen auf o = 1 ist ein Satz, der dem
Primzahlsatz dquivalent ist (Abschnitt 3). n = d — 1 ist eine Familie, die keine Dimension auswiihlt (Abschnitt 4), und
27 und 47t gehdren zu verschiedenen Treppen (Abschnitt 5). 2o und n sind Grofien ohne Vergleichsgrundlage
(Abschnitt 6). Das Hilbert—Polya-Programm hat die Gestalt der inversen Spektralprobleme von Aufsatz 102, und sein Kern

ist, wie das kontinuierliche Spektrum von H = zp zu diskretisieren ist (Abschnitt 7).

Die Struktur hingegen ist eine Tatsache. Es gibt eine Involution s — 1 — s, und sie hat eine Fixgerade. Gefragt ist, ob

die Nullstellen auf dieser Geraden liegen, nicht, warum die Gerade besonders ist.

Revisionsprotokoll

Vierte Auflage (September 2026): Die Form wurde an die aktuelle Vorlage angeglichen (Einordnung und Tragweite sind in
der Tragweite-Notiz direkt nach der Zusammenfassung gebiindelt, die Geschichte der Auflagen ist in dieses Protokoll
verlegt). Die Auflagenangabe wurde aus dem Untertitel entfernt. Die Selbstzitate tragen nun ihre tatsdchlichen Titel und

DOIs, externe Literatur ist mit Autor, Jahr, Titel und Zeitschrift angegeben, und der Titel des Aufsatzes von Berry und




Keating in SIAM Review (1999) ist berichtigt (The Riemann zeros and eigenvalue asymptotics). Zahlen, Tabellen und Sitze

sind inhaltlich unverdndert.

Dritte Auflage (August 2026): Hinzugefiigt wurde, dall 1/2 der Name einer Koordinate ist (die Z-Funktion), da Re(s) = 1
eine doppelt logarithmisch iiberschrittene Modulgrenze ist, dal n = d — 1 keine Dimension auswiahlt, daB 27 und 47 zu
verschiedenen Treppen gehdren und dafl das Hilbert—Polya-Programm die Gestalt eines inversen Spektralproblems hat; alle
Zahlen wurden hier berechnet. Das Wort ,,Riicknahme* wurde aus dem Titel entfernt. Zuriickgezogen wurde, mangels
Vergleichsgrundlage (Abschnitt 6), die Entsprechung, die die zweite Auflage als ,,numerische Ubereinstimmung zweier
unabhingiger Tatsachen* zwischen der Bedingung der kritischen Geraden 20 = 1 und dem zweidimensionalen

Schalenerhaltungsexponenten n = 1 beibehalten hatte.

Zweite Auflage (Juli 2026): Zuriickgenommen wurde der Beweisanspruch in Titel und Zusammenfassung der ersten
Auflage. Die Kette der ersten Auflage 20 = n = 2 = 20 = 1 setzt 20 = 2 und 20 = 1 in dieselbe Zeile und kann nicht
bestehen, und 7 = 2 entspricht nicht der kritischen Geraden, sondern Re(s) = 1 (der Konvergenzgrenze des Eulerprodukts).
Die Behauptung, auf einem 1672-Torus habe H = (zp + pz)/2 die Nullstellen als Eigenwerte, kam ohne Beweis der
Diskretheit und ohne Beweis der Ubereinstimmung mit den Nullstellen; 1672 ist eine Zahl, die zu Einschleifenmafen gehort,

und hat mit den Nullstellen der Zetafunktion nichts zu tun (Aufsitze 09, 05, 46).
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