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要旨

ニムは、いくつかの山から交互に石を取り（一度に一つの山から好きなだけ）、最後の石を取った人が勝つ遊び

である。どの局面が手番の人の負けかを、総当たりと式の二つの道筋で確かめる。新しい定理も法則も主張し

ない。 第一に、負けの局面は、繰り上がりのない足し算で見分けられる——山が三つ（それぞれ 〜  個）の
 局面を総当たりで解くと、手番の人が負ける局面は  個（割合 ）で、山の数を二進法で繰り上が

りなしに足した値（排他的論理和）が  の  局面とちょうど一致する。山が四つの  局面でも  個で一

致する（第2節）。 第二に、ふつうの足し算の偶奇では決まらない——「合計が偶数なら負け」と判定すると、

 局面のうち当たるのは （割合 ）である。  は合計  で偶数だが、繰り上がりのない和は
 で、手番の人が勝つ（第3節）。 第三に、勝ちの手は和から読める——  の繰り上がりのない和は  で、

勝ちに通じる手は総当たりでもちょうど一つ、  の山を  にする手である（第3節）。 第四に、これが本稿の芯

である。分離子は、繰り上がりがあるかである——二進法の各桁で  の個数の偶奇だけを見る足し算なら、和
が  の局面からはどう取っても  でなくなり、  でない局面からは  に戻す手が必ずある。繰り上がりのある

足し算では、この二つが成り立たない（第3節）。 第五に、規則を変えても、足し算は変わらない——最後に取

った人を負けにすると、負けの局面は  個のままで、ふつうのニムと違うのは山がすべて  以下の  局面だけ

である。一度に 〜  個しか取れないようにすると、山が三つ（ 〜  個）の負けの局面  個は、各山を  で
割った余りの繰り上がりのない和が  の局面とちょうど一致する（第4節）。 第六に、替わるのは、足す相手で

ある——上限つきでは、山の数そのものを足すと外れ、  で割った余りを足すと当たる。足し算は同じで、各

山を一つの数に置き換える規則だけが替わる（第4節）。 キーワード：ニム、組合せゲーム、排他的論理和、ス

プレイグ＝グランディの定理、必勝法。
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本稿の射程（射程注記）：新しい定理も法則も主張しない——ニムの解（ブートン、 ）、一つの山を一つの数
に置き換えれば和で決まるという定理（スプレイグ、 ／グランディ、 ）は、いずれも既知である。定理
を証明しない——山が 〜  個（上限つきは 〜  個）の局面を総当たりで解き、式と局面ごとに突き合わせるだ
けである。戦略の計算量や、ほかの組合せゲームは扱わない——最後に取った人が負けの規則と、一度に取れる
数に上限をつける規則だけを分離子の確かめに使う。既刊との関係：論文220 は、公正な硬貨  の排他的論理
和として  を作り、三つが二つずつは独立でも三つ一緒には独立でない例を示した——本稿では同じ排他的論理
和が、ゲームの勝ち負けを決める。加えたのは、総当たりの負けの局面と繰り上がりのない和を局面ごとに突き
合わせたこと、ふつうの足し算の偶奇がどれだけ外れるかを数で出したこと、規則を変えたとき替わるのは足し
算ではなく足す相手だと二つの規則で確かめたことである。

1. 記法と問い

設定：山の石の数を  とする。手番の人は一つの山を選び、  個以上好きなだけ取る。最後の石を取っ
た人が勝ちである。最善を尽くしても手番の人が負ける局面を「負けの局面」と呼ぶ。

繰り上がりのない足し算：各山の数を二進法で書き、桁ごとに  の個数の偶奇だけを残した数を

と書く（排他的論理和）。たとえば 、 、  では、桁ごとの  の個数は上の桁から 

で、偶奇を残すと 、つまり  である。

問い：負けの局面は  の局面と一致するか。ふつうの足し算ではなぜいけないか。規則を変えると何が替
わるか。

2. 総当たりで解く

計算 2.1：局面ごとに「相手を負けの局面に送る手があるか」を、石の少ない局面から順に総当たりで決めた。

山 局面の数 総当たりで負け

三つ（各 〜  個）

四つ（各 〜  個）



観察 2.2

数が同じなだけでなく、局面ごとに一致した。三つの山でも四つの山でも、総当たりの負けの局面の集
合と  の集合はちょうど同じである——総当たりは局面の木を全部たどり、  は数を足すだけであ
る。二つの道筋が同じ答を返す。

計算 2.3：山が三つで、各山が 〜  個のとき、  の局面の割合は  で 、
、 、 、  だった。二つの山を決めると三つ目が一つに決まるので、割合は

 になる。

3. ふつうの足し算ではいけない理由

計算 3.1：「合計が偶数なら負け」という判定を、三つの山の  局面で総当たりの答と比べた。当たるのは
 局面（割合 ）だった。

局面 ふつうの合計 繰り上がりのない和 総当たり

負け

勝ち

負け

勝ち

観察 3.2

 は合計が偶数でも勝ちの局面である。一つの山を  にすれば  で  になり、相手を
負けの局面に送れる——ふつうの合計は  で、下の桁の繰り上がりが上の桁に入り込む。
繰り上がりのない和では、同じ桁の  が三つあって  が残る。

観察 3.3

勝ちの手は  から読める。  の  は二進法で  で、この桁に  を持つ山は  だけで
ある。その山を  にすれば  になる——総当たりで勝ちに通じる手を全部探しても、

 にする手ちょうど一つだった。



観察 3.4

これが本稿の芯である。分離子は、繰り上がりがあるかである。繰り上がりのない和では、一つの山だ
けを変えると  も必ず変わるので、  の局面からの手はすべて  の局面へ行く。  なら、

 のいちばん上の  の桁に  を持つ山を減らして  にできる——ふつうの足し算では、一つの山を
変えても合計の偶奇が変わらないことがあり（  個取れば偶奇は同じ）、この二つが成り立たない。

4. 規則を変える

計算 4.1：最後の石を取った人が負ける規則で、三つの山（各 〜  個）を総当たりで解いた。負けの局面は 

個で、ふつうのニムと違う局面は  個、すべての山が  以下の局面だけだった。その  局面では、  の山が奇
数個なら負けに入れ替わる（ブートンの規則）。総当たりの答はこの規則とちょうど一致した。

計算 4.2：一度に 〜  個しか取れない規則で、三つの山（各 〜  個・  局面）を総当たりで解いた。負け
の局面は  個で、各山を  で割った余りの繰り上がりのない和が  の  局面とちょうど一致した。山の数
そのものの和で判定すると一致しなかった。

観察 4.3

替わるのは、足し算ではなく足す相手である。上限つきでは、一つの山は「  で割った余り」という一
つの数に置き換わり、その数を繰り上がりなしに足す——これがスプレイグとグランディの定理の一例
である。最後に取った人が負けの規則も、足し算は変えず、山がすべて  以下の終盤だけを入れ替え
る。

観察 4.4

論文220 と並べる。220 は  で、二つずつは独立でも三つ一緒には独立でない硬貨を作った
——本稿では同じ演算が勝ち負けを決める。繰り上がりのない足し算は、桁ごとの偶奇だけを運ぶ演算
である。



観察 4.5

言わないこと。ブートンの解もスプレイグ＝グランディの定理も証明しない。山が大きいときの計算の
手間や、ほかの組合せゲームは扱わない——示したのは、小さい山の全局面で総当たりと式が局面ごと
に一致すること、ふつうの足し算の偶奇がどれだけ外れるか、規則を変えたとき替わるのは足す相手だ
けであること、である。

5. 点呼と結び

1. 三つの山の  局面で負けは （計算 2.1）：  の  と局面ごとに一致。

2. 四つの山の  局面で負けは （計算 2.1）：同じく一致。

3. 負けの割合は （計算 2.3）：二つの山で三つ目が決まる。

4. 合計の偶奇で当たるのは （計算 3.1）：割合 。

5.  は偶数でも勝ち（観察 3.2）：繰り上がりが入り込む。

6.  の勝ちの手は一つ（観察 3.3）：  の山を  に。

7. 分離子は繰り上がりがあるか（観察 3.4）：本稿の芯。

8. 最後に取ると負けでも、違うのは  局面（計算 4.1）：山がすべて  以下。

9. 上限つきの負け  は、  で割った余りの和（計算 4.2）：山の数の和では外れる。

10. 替わるのは足す相手（観察 4.3）：足し算は同じ。

結び：ニムは、山から交互に石を取り、最後を取った人が勝つ遊びである。負けの局面は、山の数を二進法で
繰り上がりなしに足した値が  の局面である——三つの山の  局面、四つの山の  局面を総当たりで解く
と、負けの局面  個・  個は、この和が  の局面と局面ごとに一致した。ふつうの足し算の偶奇では  局
面のうち  でしか当たらず、  のように合計が偶数でも勝ちの局面がある。分離子は、繰り上がりがあ
るかである——繰り上がりのない和では、和が  の局面からはどう取っても  でなくなり、  でない局面から
は  に戻す手が必ずある。規則を変えても、足し算は変わらない——最後に取った人が負けでも違うのは  局
面だけで、一度に 〜  個しか取れないなら、足す相手が山の数から  で割った余りに替わるだけだった。既刊
との位置——論文220 が硬貨の独立を壊すのに使った排他的論理和が、ここでは勝ち負けを決める。正直に言
えば——確かめたのは山が 〜  個までの全局面で、定理は証明していない。
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