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Zusammenfassung

Der Zustandsraum eines einzelnen Qubits ist genau die Hopf-Faserung: Normierte Zustandsvektoren bilden 3 C C2, die
physikalisch belanglose globale Phase ist die Faser U(1) = S, und der Quotient §3/U(1) = §2 ist die Bloch-Kugel; die
Projektion §% — 52 ist die Hopf-Abbildung (Mosseri—Dandoloff 2001; Urbantke 2003). Wir beobachten, dass die Hopf-
(Bloch-)Abbildung (e, B) + (1|¢|1) in den Amplituden quadratisch ist, und ebenso die Bornsche Regel p = |12
Proposition: Beide sind Fille der einzigen sesquilinearen Paarung (3| A|) (mit A hermitesch) — also sind Borns ,,2* und
die ,,2" der Hopf-Abbildung dieselbe Wurzel: Die Amplitude geht zweimal ein, einmal konjugiert. Das ist die einzige Stelle,
an der zwei der ,,Zweien® des Systems wirklich im Ursprung zusammenfallen. Dann wenden wir die Disziplin der

Aufsétze 48 und 58 auf die tibrigen Zweien an und geben eine Zahlung: Die rdumliche Fluss-n = 2 (Aufsétze 01, 53), die
Euler-Charakteristik x(8?) = 2 (Aufsatz 67), die Spurumkehr-/Leiter-2 (Aufsatz 58) und die Spinor-/Doppeliiberlagerungs-2
(Berry-Phase = %9; die 720°-Periodizitit) werden als im Wert iibereinstimmend, ohne einen Ursprung zu teilen gezeigt. Die
geometrische (Berry-)Phase wird als Holonomie der Hopf-Faser identifiziert und kniipft an den Raumwinkel von Aufsatz 67
an, bleibt aber eine verschiedene (Spinor-)Wurzel. Der Wert der Zahlung liegt gerade darin, dass sie nur vereinigt, was eine

Wurzel teilt, und den Rest trennt.

Schliisselworter: Hopf-Faserung, Qubit, Bloch-Kugel, Bornsche Regel, Berry-Phase, Sesquilinearform, verschiedene

Wurzeln, strukturelle Deutung.

1. Einleitung

Aufsatz 67 erreichte Hopf durch die Tiir der Euler-Charakteristik und verankerte 4w = 2mx(S2) topologisch. Dieser Aufsatz

nimmt die zweite tragfahige Tiir, die empfohlen wurde, nachdem die Masse—Instanton-Briicke ,, 1672«

gefallen war
(Anmerkung in Aufsatz 15): die Spin-/Phasen-Tiir. Dort erscheint Hopf nicht als Analogie, sondern als die buchstébliche

Geometrie eines quantenmechanischen Zweiniveausystems.



Der Zustandsraum eines Qubits ist die Hopf-Faserung. Liegt das einmal auf dem Tisch, wird eine Frage im Geist von
Aufsatz 58 unvermeidlich: Das Yamagishi-System ist voller Faktoren zwei — die rdumliche n = 2 (Aufsatz 01), Borns ||2
(Aufsatz 53), die Spurumkehr-2 (Aufsatz 58), die Euler-Charakteristik x(52) = 2 (Aufsatz 67) — und die Hopf-Abbildung
fligt eine weitere hinzu. Welche davon teilen eine Wurzel, und welche stimmen nur im Wert iiberein? Diese Frage zu

beantworten ist die Arbeit dieses Aufsatzes.

Was dieser Aufsatz nicht tut. Er leitet die Bornsche Regel nicht her (die Quantenmechanik wird vorausgesetzt) und

beansprucht keine neue Physik. Er berichtet iiber eine echte Vereinigung und, wichtiger noch, widersteht dem Rest.

2. Das Qubit ist die Hopf-Faserung

Ein reiner Qubit-Zustand ist

) =al0) +81), aBeC, |of*+|8=1, (1)

also (o, B) € 83 C C2. Die globale Phase |h) ~ e®?|4)) ist physikalisch belanglos; der Quotient nach diesem U(1) = S?
liefert den Raum der physikalischen Zustéinde,

S%/U(1) = CP! = §? (die Bloch-Kugel), (2)
und die Projektion 7 : §3 — §2 ist die Hopf-Abbildung. Explizit, mit den Pauli-Matrizen &,
(e, B) = (2Reap, 2Imap, |af* — |B) = ((0z), (), (02)) = @, 3)

der Bloch-Vektor, |7i| = 1 (Hopf, 1931; Mosseri-Dandoloff, 2001; Urbantke, 2003).

3. Born und Hopf teilen eine Wurzel

Proposition 3.1 (Borns 2 = die 2 der Hopf-Abbildung)

Sowohl die Bornschen Wahrscheinlichkeiten als auch die Komponenten des Bloch-Vektors (der Hopf-Abbildung)

sind Werte der einzigen sesquilinearen Paarung (| A|¢) mit A hermitesch:

po=lof® = Wioly), p1=IB* = WIly),  ni= (Yloily),

Born Hopfﬁiloch

wobei ITg, IT; die Projektoren auf |0}, |1) sind. In jedem Fall geht die Amplitude 4 genau zweimal ein, einmal
konjugiert. Daher sind der Exponent 2 der Bornschen Regel und der quadratische Grad der Hopf-Abbildung dieselbe
Wurzel: die Sesquilinearitit der Quantentheorie. Aulerdem gilt pg = (1 + n,)/2, sodass die Bornschen

Wabhrscheinlichkeiten affine Bilder der dritten Komponente der Hopf-Abbildung sind.




Bewelis.

|a|? = (4|TIy|ep) und |B|2 = (3|II1|¢) nach Definition der Projektoren; n; = (1|a;|b) nach (3). Alle haben die Form
(¥|A|v), quadratisch (sesquilinear) in 9. Die Identitit py = (1 + n,)/2 folgt aus n, = || — |82 und |a|®> + |B]* = 1. m

Das ist das einzige echte Zusammenfallen des Ursprungs unter den Zweien des Systems: Beim Qubit ist ,,der Zustand wird

quadriert, um eine physikalische Grofle zu ergeben eine einzige Struktur, verwirklicht sowohl als Bornsche

‘Wahrscheinlichkeit als auch als Bloch-Koordinate.

4. Eine Zihlung der Zweien (Disziplin von Aufsatz 58)

Nachdem eine gemeinsame Wurzel gefunden ist, verbietet die Disziplin der Aufsitze 48 und 58 anzunehmen, dass die anderen

folgen. Wir stellen sie tabellarisch zusammen.

Die ,,2%

Sesquilineare 2
Réumliche Fluss-n = 2
Topologische x(S2) = 2
Spurumkehr-/Leiter-2

Spinor-/Doppeliiberlagerungs-2

Wo sie erscheint

Born |+|%; Hopf/Bloch (1)|a]1)
Aufsatz 01; Verdiinnung 72
Aufsatz 67

Aufsatz 58

Berry = %Q; 720°

Ihre Wurzel

Quantenpaarung (3| A1)
3D-Geometrie (Raumwinkel / Fluss)
Topologie (Euler-Charakteristik)
ART-Spur / Dimensionsleiter

SU(2) — SO(3) (Spin-1



Proposition 4.1 (Nur Born und Hopf teilen eine Wurzel)

Von den fiinf obigen Zweien teilt genau ein Paar — Born und die Hopf-/Bloch-Abbildung — einen Ursprung

(Proposition 3.1). Die iibrigen Zweien stimmen im Wert iiberein, nicht aber im Ursprung:

o Die rdumliche n = 2 ist eine Aussage tiber den Abfall in 3D; sie trifft die sesquilineare 2 nur durch Komposition:
Fiir eine auslaufende Kugelwelle 1 ~ e*" /r erzeugt das Quadrieren (|4|2, die sesquilineare 2), angewandt auf

¥ ~ 1/r, den Abfall r~2 (die raumliche 2), wie in Aufsatz 53 bemerkt. Komposition ist keine Identitit.
o Die Euler-Charakteristik x(§2) = 2 ist topologisch (Aufsatz 67); sie betrifft keine Amplituden.

e Die Spurumkehr-2 ist ein Merkmal des Einstein-Tensors / der Dimensionsleiter (Aufsatz 58) und kreuzt den

Leiterfaktor nur bei D = 4.

o Die Spinor-2 (unten) ist der Uberlagerungsgrad SU(2) — SO(3).

Keine weitere Identifikation wird beansprucht.

Der Sinn der Zahlung ist nicht, die Zweien zu vereinigen, sondern damit aufzuhoren, sie zu vereinigen. Ein Zusammenfallen

des Ursprungs (Born=Hopf) ist echt; die anderen sind Resonanzen im Wert.

5. Die Berry-Phase ist die Holonomie der Hopf-Faser

Die Faser U(1) der Hopf-Abbildung triigt einen natiirlichen Zusammenhang, dessen Holonomie um eine Schleife C auf der

Bloch-Kugel die geometrische (Berry-)Phase ist (Berry, 1984; Simon, 1983):
¥(C) = -3 Q(0), (4)

die Hélfte des Raumwinkels §(C), den C umschliet. Der Faktor % ist die Spinor-/Doppeliiberlagerungswurzel: Ein Spin—%—
Zustand braucht eine Drehung um 4 (720°), um zu sich selbst zuriickzukehren. Das kniipft an Aufsatz 67 an — der
Raumwinkel € ist dieselbe auf 47 normierte GroBe, deren Gesamtwert 2mx(S?) ist —, doch das % hier ist eine verschiedene
(Spinor-)Wurzel, weder die sesquilineare noch die topologische. Die Berry-Phase ist messbar, also ist die Hopf-Faser kein

formales Hilfsmittel, sondern eine beobachtbare Struktur.

6. Tragweite der Behauptungen

Was gezeigt ist:

1. Der Zustandsraum des Qubits ist die Hopf-Faserung §3 — S2 (Abschnitt 2).

2. Borns Exponent und die Hopf-/Bloch-Abbildung teilen eine Wurzel, die quantenmechanische Sesquilinearitit (1| A|4)
(Proposition 3.1).



3. Unter den fiinf Zweien des Systems teilt nur dieses Paar einen Ursprung; der Rest stimmt nur im Wert iiberein

(Proposition 4.1). Die Berry-Phase ist die Holonomie der Hopf-Faser, v = —%Q (eine verschiedene Spinor-Wurzel).
Was nicht gezeigt / nicht beansprucht ist:
 Eine Herleitung der Bornschen Regel. Die Quantenmechanik (Zustéinde, Projektoren, die Paarung (| A|v)) wird
vorausgesetzt.

¢ Irgendeine Vereinigung der fiinf Zweien iiber das einzige Zusammenfallen Born=Hopf hinaus. Die Zahlung ist so

angelegt, dass sie eine Ubervereinigung verhindert.

¢ Irgendeine Verwendung der Masse—Instanton-Briicke ,16m2<, die verschieden bleibt (Aufsatz 15). Dieser Aufsatz

benutzt nur die Spin-/Phasen-Tiir.

Offenes Problem. Gibt es einen Grund, warum die Geometrie des Zweiniveausystems genau die Hopf-Faserung ist — d. h.
erzwingt SU(2) (Spin—%) die Struktur §3 — §2 eindeutig, oder ist sie eine Verwirklichung unter mehreren? Damit verbunden
ist fiir ein System aus zwei Qubits das maBgebliche Objekt die (quaternionische) Hopf-Faserung §7 — S§* und die
Verschrankung (Mosseri-Dandoloff); ob sich die Zdhlung der Zweien dorthin erstreckt, bleibt offen.

7. Schluss

Das Qubit ist die Hopf-Faserung: Zustandsvektoren auf §3, die globale Phase die Faser U(1), die physikalischen Zustéinde die
Bloch-Kugel §2%. Auf ihr sind Borns ,,2“ und die ,,2“ der Hopf-Abbildung ein und dieselbe Wurzel — die sesquilineare
Paarung (4| A|¢)) —, das einzige echte Zusammenfallen des Ursprungs unter den Faktoren zwei des Systems. Wendet man die
Disziplin der Aufsétze 48 und 58 an, so stimmen die {ibrigen Zweien (rdumliche n = 2, topologische x = 2, Spurumkehr-2,
Spinor-2) im Wert iiberein, nicht aber im Ursprung. Die Berry-Phase verwirklicht die Holonomie der Hopf-Faser als
messbaren halben Raumwinkel, kniipft an Aufsatz 67 an und bleibt doch eine verschiedene Spinor-Wurzel. Durch die
Spin-/Phasen-Tiir erreicht, ehrt dies Hopf, ohne das verschiedene Masse—Instanton-16m2 zu beriihren, und sein Wert liegt

darin, eine wahre Wurzel von vier Resonanzen zu trennen.

Revisionsprotokoll

Zweite Auflage (September 2026): Keine Aussage, kein Satz und keine Nachrechnung wurde gegeniiber der ersten
Auflage verindert. Die deutsche, franzdsische und italienische Fassung wurden hinzugefiigt. Die Literaturangaben, die frithere
Aufsdtze dieses Korpus zitieren, nennen nun die tatsichlichen Titel der zitierten Aufsitze im aktuellen Format
(Aufsatznummer und DOI nach dem Titel); die erste Auflage hatte die Titel verkiirzt. Die Aufsatznummer steht nun in der
Titelzeile, und die DOI wurde aus der Datumszeile entfernt. Die im Text zitierten Aufsitze 15 und 48 wurden in die

Literaturangaben aufgenommen. Inhaltlich hat sich nichts gesindert, und nichts wurde zuriickgezogen.
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