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Zusammenfassung

Fiir die vierdimensionale topologische Poincaré-Vermutung (Freedmans Satz) und die exotischen differenzierbaren
Strukturen des vierdimensionalen euklidischen Raums (exotisches R*) legen wir eine strukturelle Deutung auf der

Grundlage des Eindeutigkeitssatzes n = 3 und der Hopf-Faserung vor. Die Argumentation verlduft in drei Stufen.

Erste Stufe: In R* ist die Massenzuwachsrate der Schale dm/dr = 2m?r3~™ einer Dichte p(r) = r~" nur firn = 3

konstant, und ihr Wert ist das Volumen der 3-Sphére Vol(S3) = 27 (Satz 2.1).

Zweite Stufe: Fiir die Hopf-Faserung S < § % — .5’122 /2 der 3-Sphire vom Radius R ist das Produkt aus der Basisflache
wR? und dem Faserumfang 2R gleich dem Volumen des Totalraums 272 R3, und zwar fiir jedes R (Satz 3.1). Bei R = 2
nehmen beide Faktoren den Zahlenwert 47 an, und 1672 = Vol(S3_,) = 4 X 4 verwirklicht sich als tatsdchliche
geometrische Zerlegung (Satz 3.3). Der toroidale Kokon 162 ist damit, bevor er das algebraische Produkt (47r)2 ist, als ein
einziges geometrisches Objekt festgelegt: die 3-Sphire vom Radius zwei. Da die Ubereinstimmung der beiden Faktoren
eine Fliche [L?] mit einer Lénge [L] vergleicht, verschiebt eine Umskalierung der Léngeneinheit um A den Radius der
Ubereinstimmung nach R = 2/\. Was nicht von den Einheiten abhéngt, ist das Verhltnis von GroBen gleicher Dimension,

Vol(S3_,)/Vol(S3_,) = 23 = 8 (Korollar 3.4).

Dritte Stufe: Die Tatsache, dass iiberabzihlbar viele exotische R allein in vier Dimensionen existieren, wird in der

Sprache der Informationsgeometrie als Ubergang vom Raumwinkel 4 zu 1672 gelesen (Abschnitt 4).




Tragweite (scope note): Dieser Aufsatz legt eine strukturelle Deutung gesicherter Ergebnisse der vierdimensionalen
Topologie vor. Die vierdimensionale topologische Poincaré-Vermutung wurde von Freedman (1982) geklart; dieser Aufsatz
zitiert sie nur und hat an ihrem Beweis keinen Anteil. Die glatte vierdimensionale Poincaré-Vermutung ist weiterhin offen.
Die Existenz exotischer R* folgt aus Freedmans topologischer Klassifikation zusammen mit Donaldsons Eichtheorie; Gompf
(1985) konstruierte eine unendliche Familie, und Taubes (1987) zeigte, dass es iiberabzéhlbar viele gibt. Die Lesart von
Abschnitt 4 ist keine Herleitung dieser Ergebnisse, und ob zwischen dem Volumenfaktor 23 = 8 und der Theorie der
Schnittformen eine strenge Entsprechung besteht, ist eine offene Frage. Die Zerlegung von Satz 3.1 gilt als Standardfall der
Volumenformel fiir eine Riemannsche Submersion mit total geoditischen Fasern (ist die Faserldnge konstant, so ist das
Volumen des Totalraums das Volumen der Basis mal die Faserlinge). Was dieser Aufsatz hinzufiigt, ist, dass er 272 durch
den Eindeutigkeitssatz n = 3 als vierdimensionalen Einheitsflicken festlegt und in die Hopf-Faserstruktur entfaltet; dass er
der wiederkehrenden GroBe 1672 eine Substanz gibt, die 3-Sphire vom Radius zwei, in der sich Basis und Faser in je 47
teilen; und dass er das, was sich mit der Wahl der Einheiten verschiebt — den Radius, an dem diese Teilung sichtbar wird —,

von dem trennt, was sich nicht verschiebt, dem Volumenverhéltnis 8.

1. Einleitung: Die Besonderheit der 4D-Topologie und die Poincaré-Vermutung

1.1 Die 4D-Poincaré-Vermutung und Freedmans Satz

Michael Freedman (1982) klérte die vierdimensionale Poincaré-Vermutung in der topologischen Kategorie.

1.2 Die Besonderheit der Differentialtopologie in vier Dimensionen (exotisches R*)

Verbindet man Freedmans topologische Klassifikation mit Simon Donaldsons Eichtheorie (1983), so folgt, dass der
vierdimensionale euklidische Raum R* differenzierbare Strukturen trigt, die zur Standardstruktur nicht diffeomorph sind
(exotisches R?). Robert Gompf (1985) konstruierte eine unendliche Familie davon, und Clifford Taubes (1987) zeigte, dass
es liberabzéhlbar viele gibt. Fiir n # 4 besitzt der Raum R™ nur eine differenzierbare Struktur; dieser Reichtum ist den vier

Dimensionen eigen.



2. Der Eindeutigkeitssatz n = 3 im vierdimensionalen Raum

Satz 2.1 (Eindeutigkeitssatz n = 3 — Satz vom 4D-hypersphérischen Flicken)
In R* ist fiir eine kugelsymmetrische Potenzgesetz-Dichte p(r) = 7~ die Massenzuwachsrate der
dreidimensionalen hypersphérischen Schale S2,

dm®

= Vol(§3) . r¥ ™ = 2723

genau dann gleichférmig und konstant auf (0, 00), wenn n = 3. Der konstante Wert ist dann das Volumen der 3-

Sphire Vol($3) = 2x2.

Beweis.

Das Volumenelement in R* ist dV = 2x%r®dr. Die Schalenmasse ist dm = p(r)dV = 2x%r3~"dr. Die notwendige und
hinreichende Bedingung dafiir, dass dm/dr = 22r3~" von r unabhingig ist, lautet 3 —n = 0 <= n = 3, und dann ist
dm/dr = 2m2.

Dies tibertrdgt Satz 1 von Aufsatz 01 (n = 2 in drei Dimensionen) auf vier Dimensionen.

3. Geometrische Entfaltung mittels der Hopf-Faserung

Wir zerlegen den im vorigen Abschnitt festgelegten vierdimensionalen Einheitsflicken 272 in die Faserstruktur der Hopf-
Faserung. In diesem Abschnitt wird der Radius R der 3-Sphiire als explizite Variable behandelt. Wie sich zeigen wird,

ist es der Schliissel, den Radius zur Variablen zu machen, um zu erkennen, was 1672 eigentlich ist.



Satz 3.1 (Hopf-Zerlegungssatz)
Fiir die Hopf-Faserung der 3-Sphéire vom Radius R,
St 8% — Sk

ist das Produkt aus der Fldche der Basis 5121 /2 und dem Umfang der Faser S* fiir jedes R > 0 gleich dem Volumen

des Totalraums:

7R’ x 27mR =2m’R3 =Vol(S})
~~ ~~
Basisfliche  Faserumfang

Beweis.

In der Hopf-Faserung hat die 3-Sphére vom Radius R als Basis die 2-Sphire vom Radius R/2. Die Basisflache ist daher

2
471'(%) = R?

und die Faser hat als GroBkreis vom Radius R den Umfang 2mR. Thr Produkt ist
wR?.27R = 272 R3

und das ist gleich dem Volumen Vol(S3) = 272R? der 3-Sphire vom Radius R.

Korollar 3.2 (Der Fall des Einheitsradius — der 4D-Massenflicken)

Bei R =1 liefert Satz 3.1
o =7 x 2m

Das heiBt: Der Massenflicken 272, festgelegt durch den Eindeutigkeitssatz n = 3, entfaltet sich als Produkt aus der

Basisfliache w und dem Faserumfang 2.




Satz 3.3 (Zweifaches Auftreten des Yamagishi-Patches bei R = 2 — die Identitiit des 16r2-Kokons)

Bei R = 2 fallen beide Faktoren der Hopf-Zerlegung mit dem Yamagishi-Patch 47 zusammen, und das Volumen

des Totalraums ist 1672:

167* = Vol(S3_,) = 4 X A
Raumwinkel der Basis $2 J2-1 Faserumfang

Uberdies ist R = 2 unter der Standardmetrik der einzige Radius, bei dem die Zahlenwerte der beiden Faktoren

ubereinstimmen.

Beweis.

Setzt man R = 2 in Satz 3.1 ein: Die Basisfldche ist 7 - 22 = 4, der Faserumfang 27 - 2 = 47 und das Gesamtvolumen
2n% . 23 = 167,

Zur Eindeutigkeit 16se man die Ubereinstimmungsbedingung
mR? = 2nR

fir R > 0. Division beider Seiten durch 7R (# 0) ergibt R = 2.

3.1 Der Radius der Ubereinstimmung verschiebt sich mit den Einheiten, das Volumenverhiltnis nicht

Die beiden in der Ubereinstimmung von Satz 3.3 verglichenen GroBen haben verschiedene Dimension: Die Basisfliche
wR2? ist [L2], der Faserumfang 27 R ist [L]. Der Radius, an dem sie {ibereinstimmen, héngt daher von der Wahl der

Léngeneinheit ab; skaliert man die Einheit um A, verschiebt er sich nach

7#(AR)2=27(AR) —> R= ;

(R=1fir A =2; R=1/5 fiir A = 10). R = 2ist der Radius, der so gewihlt ist, dass 4 zweimal erscheint. Die

Disziplin, eine Flache nicht mit einer Lénge gleichzusetzen, hat Aufsatz 18 fiir eine Identifikation derselben Art aufgestellt

(der Umfang 27 von S gegeniiber dem Raumwinkel 47r).
Dagegen sind die folgenden drei dimensionsméBig konsistent und gelten unabhéngig von der Wahl der Einheiten.

i. Satz 3.1 (die Hopf-Zerlegung) selbst: [L?] x [L] = [L3] ist dimensionsmiBig konsistent und eine Folge der

Volumenformel fiir eine Riemannsche Submersion mit total geodétischen Fasern.

ii. 16w = Vol(S3_,): die Arithmetik 2m? - 23; 1672 ist das Volumen der 3-Sphére vom Radius zwei.



iii. Das Verhiltnis 23 = 8 aus Korollar 3.4: ein Verhiltnis von GréBen gleicher Dimension und daher skaleninvariant.

Korollar 3.4 (Volumenverhiltnis von Kokon zu Flicken)

Aus Satz 3.3 und Korollar 3.2 ist das Verhltnis des toroidalen Kokons 1672 zum Massenflicken 272 streng

bestimmt als die Volumenskalierung, die mit einer Verdopplung des Radius einhergeht:

Crors _ VOU(SE_,) 1672

= = =23_—-8
m®  Vol(S3_,) 2n°

3.2 Geometrische Bedeutung

Satz 3.3 verleiht der in diesem Werk wiederkehrenden GréfBe 16n2 = (4mr)? eine Substanz jenseits der algebraischen
Multiplikation. Bevor es ,,der Raumwinkel 4, mit sich selbst multipliziert ist, ist 1672 ein einziges geometrisches

Objekt: die 3-Sphére vom Radius zwei, in der die Hopf-Faserstruktur Basis und Faser in je 4 teilt.

Nimmt man R = 2 unter der Standardmetrik, so nehmen beide Faktoren der Hopf-Zerlegung den Zahlenwert 47 an, sodass
sich die Zerlegung 16w2 = 47 x 4 als tatsiichliche geometrische Zerlegung verwirklicht. Dies liefert einen
Bezugsgegenstand fiir die Lesart des Werks, 1672 als 47 x 4 zu lesen (die Modulregel von Aufsatz 13). Die Reihenfolge
lautet ,, R wird so gewihlt, dass 47 erscheint; dass 16a2 das Volumen der 3-Sphére vom Radius zwei ist, gilt unabhéngig

davon, wie man R = 2 liest.

4. Informationsgeometrische Deutung des exotischen R4

Proposition 4.1 (Bestimmung des Volumenverhiltnisses)

Das Verhiltnis zwischen der 3-Sphire vom Radius eins §3_; (Volumen 272) und der vom Radius zwei $3_,

(Volumen 167?) ist durch Korollar 3.4 als 23 = 8 festgelegt.

Was dieses Verhéltnis vergleicht, sind zwei 3-Sphéren:

Vol(S3_,) _ 1672
Vol(S3_)) 2?2

=38

Teilt man S 3=2 (Volumen 167?) durch $2 (Fliche 4r), erhilt man 16w /4w = 4w = 12.57, doch das ist ein Verhltnis
eines Volumens [L?] zu einer Fliche [L?] und braucht eine weitere Konvention, um Bedeutung zu tragen. Die Zahl, die

dieser Aufsatz verwendet, ist das Verhiltnis 8 von GroBen gleicher Dimension.



Eine Lesart der topologischen Implikationen
Das Folgende ist eine Lesart auf der Grundlage der oben gesicherten Tatsachen.

Die Tatsache, dass iiberabzihlbar viele exotische R* allein im vierdimensionalen euklidischen Raum existieren, ldsst sich
vom Standpunkt des Universum-OS als ein Phdnomen lesen, bei dem die Freiheit der topologischen Verbindung in der
Datentransformation vom 3D-Rendering-Flicken 47 zum 4D-Schutzkokon 1672 maximiert wird. Das Bild ist eines, in dem
das innere Datenanordnungsprotokoll (die differenzierbare Struktur) sich verzweigen kann, wihrend es topologisch ein

einziges R* bleibt.

Ob zwischen der Realisierbarkeit von Schnittformen in der Donaldson-Theorie und der Volumenskalierung dieses Aufsatzes
eine strenge Entsprechung besteht, ist eine Aufgabe fiir die Zukunft. Dieser Abschnitt weist auf die Mdglichkeit einer

strukturellen Entsprechung zwischen beiden hin.

Auf der physikalischen Seite gibt es auch Arbeiten in der entgegengesetzten Richtung: Krél und Asselmeyer-Maluga (2025)
legen, von der Quantengravitation her argumentierend, nahe, dass exotische glatte Vierersphiren als
Gravitationsinstantonen wirken und die glatte vierdimensionale Poincaré-Vermutung dadurch widerlegt wiirde. Dieser
Aufsatz geht diesen Weg nicht; er behandelt die glatte vierdimensionale Poincaré-Vermutung als offen und liest etablierte

Ergebnisse strukturell.

5. Fazit

Dieser Aufsatz hat Folgendes gezeigt.

1. Durch den Eindeutigkeitssatz n = 3 ist der vierdimensionale hypersphérische Massenflicken eindeutig als

m® = Vol(S3) = 22 festgelegt (Satz 2.1).

2. Durch die Hopf-Zerlegung ist fiir jeden Radius R das Produkt aus der Basisfliche 7R2 und dem Faserumfang 2R

gleich dem Volumen des Totalraums 272 R3 (Satz 3.1).

3. Bei R = 2 nehmen beide Faktoren den Zahlenwert 4 an, was den toroidalen Kokon 1672 als ein einziges
geometrisches Objekt: die 3-Sphire vom Radius zwei festlegt (Satz 3.3). Der Radius der Ubereinstimmung
verschiebt sich mit der Langeneinheit; was nicht von den Einheiten abhingt, ist das Volumenverhltnis 23 = 8

(Korollar 3.4).

4. Die Beziehung zum exotischen R* wurde so dargestellt, dass gesicherte geometrische Tatsache und die darauf

aufgebaute Lesart getrennt bleiben (Abschnitt 4).

Bevor es zweimal genommenes 47 ist, ist 16 das Volumen der 3-Sphire vom Radius zwei. In ihr teilt die Hopf-
Faserstruktur Basis und Faser in je 4mr; die Einheiten entscheiden, an welchem Radius diese Teilung sichtbar wird, und

allein der Faktor 8, der mit der Verdopplung des Radius kommt, wéhlt keine Einheiten.



Revisionsprotokoll

Vierte Auflage (September 2026): Die Form wurde an die aktuelle Vorlage angeglichen (eine Tragweite-Anmerkung direkt
nach der Zusammenfassung, das Revisionsprotokoll vom Anfang an die Stelle direkt vor der Literatur verlegt, und die
abschlieende ,,Angabe der Reichweite* in der Tragweite-Anmerkung gebiindelt). Im Titel wurde ,, Topologische Aufkldrung*
zu ,,Eine strukturelle Deutung®. In Abschnitt 1.2 wurde die Zuschreibung der Uberabzihlbarkeit exotischer R* berichtigt (die
unendliche Familie stammt von Gompf, die Uberabzihlbarkeit von Taubes). In Abschnitt 4 werden Krél und Asselmeyer-

Maluga (2025) als verwandte Arbeit zitiert.

Dritte Auflage (Juli 2026): Die Lesart von R = 2 in Satz 3.3 als kritischer Radius des geometrischen Gleichgewichts wurde
entfernt, und der Dimensionsunterschied zwischen einer Flache und einer Lange wurde in Abschnitt 3 aufgenommen. Die

Gegenstinde des in Proposition 4.1 angefiihrten Verhéltnisses wurden berichtigt.

Zweite Auflage (Juli 2026): Die Hopf-Zerlegung wurde in allgemeiner Form mit dem Radius R als expliziter Variable neu
gefasst (Satz 3.1), und 1672 wurde als Volumen der 3-Sphire vom Radius zwei identifiziert (Satz 3.3). In Abschnitt 4 wurden

gesicherte algebraische Tatsache und topologische Lesart getrennt.
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