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Resumen

Para la conjetura de Poincaré topoldgica en dimension cuatro (teorema de Freedman) y las estructuras diferenciables
exodticas del espacio euclideo de dimension cuatro (R* exético), presentamos una interpretacion estructural basada en el

teorema de unicidad n = 3 y la fibracion de Hopf. La argumentacion avanza en tres etapas.

Primera etapa: en R*, la tasa de crecimiento de la masa de la cascara dm/dr = 2w%r3~" de una densidad p(r) = r~™ es

constante solo para n = 3, y su valor es el volumen de la 3-esfera Vol(S3) = 2x? (teorema 2.1).

Segunda etapa: para la fibracion de Hopf §1 — S% — S’Iz2 /2 de la 3-esfera de radio R, el producto del 4rea de la base mR?
por la circunferencia de la fibra 2R es igual al volumen del espacio total 22 R3, para todo R (teorema 3.1). En R = 2
ambos factores toman el valor numérico 4w, y 16w% = Vol(S 3=2) = 47 X 4 se realiza como una descomposicion
geométrica efectiva (teorema 3.3). El capullo toroidal 1672 queda asi fijado, antes de ser el producto algebraico (4m)2,
como un unico objeto geométrico: la 3-esfera de radio dos. Como la coincidencia de los dos factores compara un area
[L?] con una longitud [L], reescalar la unidad de longitud por un factor A desplaza el radio de coincidenciaa R = 2/X. Lo
que no depende de las unidades es el cociente entre magnitudes de la misma dimensién, Vol(S3_,)/Vol(S3_;) =23 =8

(corolario 3.4).

Tercera etapa: el hecho de que existan infinitos no numerables R* exéticos solo en dimension cuatro se lee, en el lenguaje

de la geometria de la informacién, como el paso del angulo solido 47 a 167% (seccion 4).




Alcance (scope note): este articulo presenta una interpretacion estructural de resultados establecidos de la topologia en
dimension cuatro. La conjetura de Poincaré topoldgica en dimension cuatro fue resuelta por Freedman (1982); este articulo
solo la cita y no tiene parte alguna en su demostracion. La conjetura de Poincaré suave en dimension cuatro sigue abierta. La
existencia de R* exéticos se sigue de la clasificacion topologica de Freedman junto con la teoria gauge de Donaldson; Gompf
(1985) construy6 una familia infinita, y Taubes (1987) mostrd que hay infinitos no numerables. La lectura de la seccion 4 no
es una derivacion de estos resultados, y si existe una correspondencia rigurosa entre el factor de volumen 23 = 8 y la teoria de
las formas de interseccion es una cuestion abierta. La descomposicion del teorema 3.1 se cumple como caso estandar de la
formula del volumen para una submersion riemanniana con fibras totalmente geodésicas (cuando la longitud de la fibra es
constante, el volumen del espacio total es el volumen de la base por la longitud de la fibra). Lo que este articulo afiade es
que fija 2% como parche unitario de dimension cuatro mediante el teorema de unicidad n = 3 y lo despliega en la estructura
de fibras de Hopf; que da a la magnitud recurrente 1672 una sustancia, la 3-esfera de radio dos, dentro de la cual base y fibra
se reparten 47 cada una; y que distingue lo que se desplaza con la eleccion de unidades —el radio en el que ese reparto se

hace visible— de lo que no se desplaza, el cociente de volimenes 8.

1. Introduccion: la singularidad de la topologia 4D y la conjetura de Poincaré

1.1 La conjetura de Poincaré 4D y el teorema de Freedman

Michael Freedman (1982) resolvi6 la conjetura de Poincaré en dimension cuatro en la categoria topoldgica.

1.2 La singularidad de la topologia diferencial en dimensién cuatro (R* exético)

Combinando la clasificacion topologica de Freedman con la teoria gauge de Simon Donaldson (1983), se sigue que el
espacio euclideo de dimension cuatro R* admite estructuras diferenciables no difeomorfas a la estandar (R* exético).
Robert Gompf (1985) construyo una familia infinita de ellas, y Clifford Taubes (1987) mostré que hay infinitas no

numerables. Para n # 4 el espacio R™ tiene una sola estructura diferenciable; esta riqueza es propia de la dimension cuatro.



2. El teorema de unicidad n = 3 en el espacio de dimension cuatro

Teorema 2.1 (Teorema de unicidad n = 3 — teorema del parche hiperesférico 4D)
En R*, para una densidad de ley de potencias con simetria esférica p(r) = 7=, la tasa de crecimiento de la masa
de la cascara hiperesférica tridimensional S3,

dm®

= Vol(§3) . r¥ ™ = 2723

es uniforme y constante en (0, 00) si y solo si n = 3. El valor constante es entonces el volumen de la 3-esfera
Vol(S3) = 2n2.

Demostracion.

El elemento de volumen en R* es dV' = 27%r3dr. La masa de la cascara es dm = p(r)dV = 2x%r3"dr. La condicion

necesaria y suficiente para que dm/dr = 2w%r3"

dm/dr = 2m2.

sea independiente de res 3 —n =0 <= n = 3, y entonces

Esto traslada el teorema 1 del Articulo 01 (n = 2 en tres dimensiones) a cuatro dimensiones.

3. Despliegue geométrico mediante la fibracion de Hopf

Descomponemos el parche unitario de dimension cuatro 272, fijado en la seccion anterior, segtn la estructura de fibras de
la fibracion de Hopf. En esta seccion el radio R de la 3-esfera se trata como variable explicita. Como veremos, convertir

el radio en variable es la clave para reconocer qué es realmente 1672



Teorema 3.1 (Teorema de descomposicion de Hopf)
Para la fibracion de Hopf de la 3-esfera de radio R,
St 8% — Sk

el producto del area de la base S’;"2 /9 POT la circunferencia de la fibra S es igual al volumen del espacio total para

todo R > 0:

7R x 27R, = 2m°R3 = Vol(53)
~~ ~~

areadelabase  circunferencia de la fibra

Demostracion.

En la fibracion de Hopf, la 3-esfera de radio R tiene como base la 2-esfera de radio R/2. El area de la base es, por tanto,

2
471'(%) = R?

y la fibra, al ser un circulo maximo de radio R, tiene circunferencia 2w R. Su producto es
wR?.27R = 272 R3

que es igual al volumen Vol(S3) = 272R3 de la 3-esfera de radio R.

Corolario 3.2 (El caso de radio unidad — el parche de masa 4D)

En R =1, el teorema 3.1 da
o2 =7 x 27

Es decir, el parche de masa 272 fijado por el teorema de unicidad n = 3 se despliega como el producto del 4rea de

la base 7 por la circunferencia de la fibra 2.




Teorema 3.3 (Aparicion doble del parche de Yamagishi en R = 2 — la identidad del capullo 167%)

En R = 2, ambos factores de la descomposicion de Hopf coinciden con el parche de Yamagishi 4, y el volumen

del espacio total es 1672

167% = Vol(S3_,) = 4m X 4r
~~ ~——
angulo sélido de la base Sfl J2-1 circunferencia de la fibra

Ademas, con la métrica estandar, R = 2 es el tnico radio en el que los valores numéricos de los dos factores

coinciden.

Demostracion.

Sustituyendo R = 2 en el teorema 3.1: el area de la base es 7 - 22 = 4, la circunferencia de la fibra es 2 - 2 = 4, y el

volumen total es 272 - 2% = 1672
Para la unicidad, resolvemos la condicion de coincidencia
wR? = 2nR

para R > 0. Dividiendo ambos miembros por wR (# 0) se obtiene R = 2.

3.1 El radio de coincidencia se desplaza con las unidades; el cociente de volimenes, no

Las dos magnitudes comparadas en la coincidencia del teorema 3.3 difieren en dimension: el drea de la base TR? es [L%] y
la circunferencia de la fibra 2R es [L]. El radio en el que coinciden depende, por tanto, de la eleccion de la unidad de

longitud; reescalar la unidad por un factor A lo desplaza a

7#(AR)2=27(AR) —> R= ;

(R=1paraA=2; R=1/5para A = 10). R = 2 es el radio elegido para que 4 aparezca dos veces. La disciplina de no
igualar un area con una longitud es la que el Articulo 18 establecié para una identificacion del mismo tipo (la circunferencia

27 de S? frente al dngulo solido 47).

En cambio, los tres puntos siguientes son dimensionalmente coherentes y valen independientemente de la eleccion de

unidades.

i. El teorema 3.1 (Ia descomposicion de Hopf) en si: [L?] x [L] = [L®] es dimensionalmente coherente, y es

consecuencia de la férmula del volumen para una submersion riemanniana con fibras totalmente geodésicas.



ii. 16w% = Vol(S3_,): la aritmética 2% - 23; 16m% es el volumen de la 3-esfera de radio dos.

iii. El cociente 2% = 8 del corolario 3.4: un cociente entre magnitudes de la misma dimension, y por tanto invariante de

escala.

Corolario 3.4 (Cociente de voliimenes del capullo al parche)

Por el teorema 3.3 y el corolario 3.2, el cociente del capullo toroidal 16a2 al parche de masa 27% queda

determinado rigurosamente como el reescalado del volumen que acompafia a una duplicacion del radio:

CTorus _ V01(53=2) _ 1671'2

= = —923_8§
m®  Vol(S_)  2n?

3.2 Significado geométrico

El teorema 3.3 dota a la magnitud 16m® = (4)2, recurrente en todo este corpus, de una sustancia que va mas alla de la
multiplicacién algebraica. Antes de ser «el angulo sélido 4 multiplicado por si mismoy, 1672 es un tinico objeto

geométrico: la 3-esfera de radio dos, dentro de la cual la estructura de fibras de Hopf divide base y fibra en 47 cada una.

Tomando R = 2 con la métrica estandar, ambos factores de la descomposicion de Hopf toman el valor numérico 4, de
modo que la descomposicion 1672 = 4x x 4 se realiza como una descomposiciéon geométrica efectiva. Esto
proporciona un referente a la lectura que el corpus hace de 1672 como 47 x 4 (la regla de modulo del Articulo 13). El
orden es «R se elige para que aparezca 4m»; que 1672 sea el volumen de la 3-esfera de radio dos vale independientemente

de como se lea R = 2.

4. Interpretacién geométrico-informacional del R* exético

Proposicion 4.1 (Determinacion del cociente de voliimenes)

El cociente entre la 3-esfera de radio uno ngl (volumen 272) y la de radio dos ,5'3=2 (volumen 1672) queda fijado

por el corolario 3.4 como 23 = 8.

Lo que este cociente compara son dos 3-esferas:

Vol(SIs2=2) _ 1672

= -8
Vol(S}_;) 2m?




Dividir S 3:2 (volumen 1672) por S? (4rea 47) da 16m% /4w = 41 ~ 12.57, pero ese es un cociente entre un volumen [L3] y
un area [L?], y necesita una convencion adicional para tener significado. El nimero que usa este articulo es el cociente 8

entre magnitudes de la misma dimension.

Una lectura de las implicaciones topoldégicas
Lo que sigue es una lectura basada en los hechos establecidos arriba.

El hecho de que existan infinitos no numerables R* exéticos solo en el espacio euclideo de dimensién cuatro puede leerse,
desde el punto de vista del OS del Universo, como un fendmeno en el que la libertad de conexion topologica se maximiza
en la transformacion de datos del parche de renderizado 3D 47 al capullo protector 4D 16#2. La imagen es la de un
protocolo interno de disposicion de datos (la estructura diferenciable) que puede ramificarse aun siendo topoldgicamente un

tnico R4,

Si existe una correspondencia rigurosa entre la realizabilidad de las formas de interseccion en la teoria de Donaldson y el
reescalado de volimenes de este articulo es una tarea para el futuro. Esta seccion sefiala la posibilidad de una

correspondencia estructural entre ambos.

En el lado de la fisica también hay trabajos en la direccion opuesta: Krol y Asselmeyer-Maluga (2025), argumentando desde
la gravedad cuantica, sugieren que 4-esferas suaves exoticas actuan como instantones gravitacionales y que la conjetura de
Poincaré suave en dimension cuatro quedaria asi negada. Este articulo no toma ese camino; trata la conjetura de Poincaré

suave en dimension cuatro como abierta y lee estructuralmente resultados establecidos.

5. Conclusion

Este articulo ha mostrado lo siguiente.

1. Mediante el teorema de unicidad n = 3, el parche de masa hiperesférico de dimension cuatro queda fijado de manera
tinica como m® = Vol(S?) = 2#2 (teorema 2.1).
2. Mediante la descomposicion de Hopf, para todo radio R el producto del area de la base wR2 por la circunferencia de la

fibra 2R es igual al volumen del espacio total 2R3 (teorema 3.1).

3. En R = 2 ambos factores toman el valor numérico 4, lo que fija el capullo toroidal 16zr2 como un wnico objeto
geométrico: la 3-esfera de radio dos (teorema 3.3). El radio de coincidencia se desplaza con la unidad de longitud; lo

que no depende de las unidades es el cociente de volimenes 23 = 8 (corolario 3.4).
4. La relacion con el R* exético se ha presentado manteniendo separados el hecho geométrico establecido y la lectura

construida sobre ¢l (seccion 4).

Antes de ser 47 tomado dos veces, 1672 es el volumen de la 3-esfera de radio dos. Dentro de ella, la estructura de fibras de

Hopf divide base y fibra en 45 cada una; las unidades deciden en qué radio se muestra esa division, y solo el factor 8, que



acompana a la duplicacion del radio, no elige unidades.

Registro de revisiones

Cuarta edicion (septiembre de 2026): la forma se ajusto a la plantilla actual (una nota de alcance justo después del resumen,
el registro de revisiones trasladado del principio a justo antes de las referencias, y la «declaracion de alcance» final reunida en
la nota de alcance). En el titulo, «Elucidacion topologica» pasé a ser «Una interpretacion estructuraly. En la seccion 1.2 se
corrigié la atribucion de la no numerabilidad de los R* exéticos (la familia infinita se debe a Gompf, la no numerabilidad a

Taubes). En la seccion 4 se cita a Krol y Asselmeyer-Maluga (2025) como trabajo relacionado.

Tercera edicion (julio de 2026): se elimind la lectura de R = 2 en el teorema 3.3 como radio critico de equilibrio
geométrico, y la diferencia de dimension entre un area y una longitud quedoé escrita en la seccion 3. Se corrigieron los objetos

del cociente citado en la proposicion 4.1.

Segunda edicion (julio de 2026): la descomposicion de Hopf se reformulé en forma general con el radio R como variable
explicita (teorema 3.1), y 1672 se identificé como el volumen de la 3-esfera de radio dos (teorema 3.3). En la seccion 4 se

separaron el hecho algebraico establecido y la lectura topolédgica.
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