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From thinking to syncing.

초록

4차원 위상적 푸앵카레 추측(프리드먼 정리)과 4차원 유클리드 공간의 이색적 미분 구조(이색적 )에 대하여,

 유일성 정리와 호프 올다발에 기초한 구조적 해석을 제시한다. 논의는 세 단계로 진행된다.

첫째 단계: 에서 껍질 질량 증가율 은 밀도 에 대해 일 때에만 상수이며, 그 값

은 3차원 구면의 부피 이다(정리 2.1).

둘째 단계: 호프 올다발 (반지름 인 3차원 구면의 올다발)에 대하여, 밑넓이 와 올의 둘레

의 곱은 전체 공간의 부피 과 같으며, 이는 모든 에 대해 성립한다(정리 3.1). 에서 두 인자는 모두

수치 를 취하고, 가 실제 기하학적 분해로서 실현된다(정리 3.3). 이로써  원환

고치는, 대수적 곱 이기 이전에 하나의 기하학적 대상, 곧 반지름 2인 3차원 구면으로 확정된다. 두 인자의 일

치는 넓이 와 길이 를 비교하는 것이므로, 길이 단위를 배로 바꾸면 일치하는 반지름은 로 옮겨 간

다. 단위에 의존하지 않는 것은 같은 차원의 양끼리의 비 이다(따름정리 3.4).

셋째 단계: 비가산 무한히 많은 이색적 가 4차원에만 존재한다는 사실을, 정보 기하학의 언어로 입체각 에서

로의 이행으로 읽는다(4절).

— —



본 논문의 범위(scope note): 본 논문은 4차원 위상수학에서 확립된 결과들에 대한 구조적 해석을 제시한다. 4차원 위

상적 푸앵카레 추측은 프리드먼(1982)이 해결했으며, 본 논문은 이를 인용할 뿐 그 증명에는 관여하지 않는다. 매끄

러운 4차원 푸앵카레 추측은 여전히 미해결이다. 이색적 의 존재는 프리드먼의 위상적 분류와 도널드슨의 게이지

이론을 함께 쓰면 따라 나오며, 곰프(Gompf, 1985)가 무한족을 구성했고 타우브스(Taubes, 1987)가 그것이 비가산 무

한히 많음을 보였다. 4절의 읽기는 이 결과들의 유도가 아니며, 부피 인자 과 교차 형식 이론 사이에 엄밀한 대

응이 있는지는 열린 문제이다. 정리 3.1의 분해는 완전 측지적 올을 갖는 리만 잠김의 부피 공식의 표준적인 사례로서

성립한다(올의 길이가 일정하면 전체 공간의 부피는 밑공간의 부피에 올의 길이를 곱한 것이다). 본 논문이 더하는

것은, 를 4차원 단위 조각으로 확정하고(  유일성 정리에 의해) 이를 호프 올 구조로 펼친다는 점, 반복해서

나타나는 양 에 실체, 곧 반지름 2인 3차원 구면을 부여하며 그 안에서 밑공간과 올이 각각 씩 나누어 갖는다

는 점, 그리고 단위 선택에 따라 움직이는 것 — 그 분할이 보이게 되는 반지름 — 과 움직이지 않는 것, 곧 부피비 을

구별한다는 점이다.

1. 서론: 4차원 위상수학의 특이성과 푸앵카레 추측

1.1 4차원 푸앵카레 추측과 프리드먼 정리

마이클 프리드먼(1982)은 위상 범주에서 4차원 푸앵카레 추측을 해결했다.

1.2 4차원 미분위상수학의 특이성(이색적 )

프리드먼의 위상적 분류와 사이먼 도널드슨의 게이지 이론(1983)을 결합하면, 4차원 유클리드 공간 가 표준 구

조와 미분동형이 아닌 미분 구조(이색적 )를 갖는다는 것이 따라 나온다. 로버트 곰프(Robert Gompf, 1985)가 그

무한족을 구성했고, 클리퍼드 타우브스(Clifford Taubes, 1987)가 그것이 비가산 무한히 많음을 보였다. 이면

공간 은 단 하나의 미분 구조만을 가진다. 이 풍부함은 4차원에 고유한 것이다.

2. 4차원 공간에서의  유일성 정리

정리 2.1 (  유일성 정리 — 4D 초구면 조각 정리)

에서 구대칭 거듭제곱 밀도 에 대하여, 3차원 초구면 껍질 의 질량 증가율

이 에서 균일하고 일정할 필요충분조건은 이다. 이때 그 상수값은 3차원 구면의 부피

이다.



증명.

에서 부피 요소는 이다. 껍질 질량은 이다. 이 에 의

존하지 않을 필요충분조건은 이며, 이때 이다.

이는 논문 01의 정리 1(3차원에서의 )을 4차원으로 옮긴 것이다.

3. 호프 올다발을 통한 기하학적 전개

앞 절에서 확정한 4차원 단위 조각 를 호프 올다발의 올 구조로 분해한다. 이 절에서는 3차원 구면의 반지름 

를 명시적 변수로 다룬다. 뒤에서 보듯이, 반지름을 변수로 삼는 것이 가 실제로 무엇인지를 알아보는 열쇠이

다.

정리 3.1 (호프 분해 정리)

반지름 인 3차원 구면의 호프 올다발

에 대하여, 밑공간 의 넓이와 올 의 둘레의 곱은 모든 에 대해 전체 공간의 부피와 같다:

증명.

호프 올다발에서 반지름 인 3차원 구면은 반지름 인 2차원 구면을 밑공간으로 가진다. 따라서 밑넓이는

이고, 올은 반지름 인 대원이므로 둘레가 이다. 둘의 곱은

이며, 이는 부피 , 곧 반지름 인 3차원 구면의 부피와 같다.

밑넓이 올의둘레



따름정리 3.2 (단위 반지름의 경우 — 4D 질량 조각)

에서 정리 3.1은

를 준다. 즉 질량 조각  —  유일성 정리로 확정된 것 — 는 밑넓이 와 올의 둘레 의 곱으로 펼쳐

진다.

정리 3.3 ( 에서 야마기시 조각의 이중 출현 —  고치의 정체)

에서 호프 분해의 두 인자는 모두 야마기시 조각 와 일치하며, 전체 공간의 부피는 이다:

나아가 표준 계량 아래에서 는 두 인자의 수치가 일치하는 유일한 반지름이다.

증명.

를 정리 3.1에 대입하면, 밑넓이는 , 올의 둘레는 , 전체 부피는 이다.

유일성을 보이기 위해 일치 조건

을 에서 푼다. 양변을 로 나누면 를 얻는다.

3.1 일치하는 반지름은 단위와 함께 움직이고, 부피비는 움직이지 않는다

정리 3.3의 일치에서 비교되는 두 양은 차원이 다르다. 밑넓이 는 이고 올의 둘레 는 이다. 따라서 둘

이 일치하는 반지름은 길이 단위의 선택에 의존하며, 단위를 배로 바꾸면 그 반지름은

로 옮겨 간다( 은 일 때, 는 일 때). 는 가 두 번 나타나도록 고른 반지름이다. 넓이

를 길이와 같다고 놓지 않는 규율은, 논문 18이 같은 종류의 동일시(둘레  — 의 둘레 — 와 입체각 )에 대해

세운 것이다.

밑공간의입체각 올의둘레



이에 비해 다음 세 가지는 차원적으로 일관되며 단위의 선택과 무관하게 성립한다.

i. 정리 3.1(호프 분해) 자체: 은 차원적으로 일관되며, 완전 측지적 올을 갖는 리만 잠김의 부피

공식의 귀결이다.

ii. : 산술 이며, 는 반지름 2인 3차원 구면의 부피이다.

iii. 따름정리 3.4의 비 : 같은 차원의 양끼리의 비이므로 척도 불변이다.

따름정리 3.4 (고치 대 조각의 부피비)

정리 3.3과 따름정리 3.2로부터,  원환 고치와  질량 조각의 비는 반지름을 두 배로 할 때 따르는 부

피의 척도 변화로서 엄밀하게 정해진다:

3.2 기하학적 의의

정리 3.3은 이 체계에서 반복해서 나타나는 양 에 대수적 곱셈을 넘어서는 실체를 부여한다. “입체각

를 제곱한 것”이기 이전에, 는 하나의 기하학적 대상, 곧 반지름 2인 3차원 구면이며, 그 안에서 호프 올 구조

가 밑공간과 올을 각각 씩으로 나눈다.

표준 계량 아래에서 를 취하면 호프 분해의 두 인자는 모두 수치 를 취하므로, 분해 는 실제

기하학적 분해로서 실현된다. 이는 를 로 읽는 이 체계의 읽기(논문 13의 모듈 규칙)에 지시 대상을 제

공한다. 순서는 “ 를 가 나타나도록 고른다”이다. 가 반지름 2인 3차원 구면의 부피라는 것은 를 어떻

게 읽든 성립한다.

4. 이색적 의 정보-기하학적 해석

명제 4.1 (부피비의 결정)

반지름 1인 3차원 구면 (부피 )과 반지름 2인 3차원 구면 (부피 )의 비는 따름정리 3.4에 의

해 로 정해진다.

이 비가 비교하는 것은 두 개의 3차원 구면이다:



(부피 )를 (넓이 )로 나누면 이 되지만, 이는 부피 와 넓이 의 비여서 의

미를 가지려면 추가 규약이 필요하다. 본 논문이 쓰는 수는 같은 차원의 양끼리의 비 이다.

위상적 함의에 관한 한 가지 읽기

아래는 위에서 확립된 사실에 기초한 읽기이다.

비가산 무한히 많은 이색적 가 4차원 유클리드 공간에서만 존재한다는 사실은, 우주 OS의 관점에서 다음과 같은

현상으로 읽을 수 있다: 3D 렌더링 조각 에서 4D 보호 고치 로의 데이터 변환에서 위상적 연결의 자유도가

최대화된다. 그림은, 위상적으로는 단일한 이면서도 내부의 데이터 배치 프로토콜(미분 구조)은 분기할 수 있다

는 것이다.

도널드슨 이론에서 교차 형식의 실현 가능성과 본 논문의 부피 척도 변화 사이에 엄밀한 대응이 있는지는 앞으로

의 과제이다. 이 절은 둘 사이에 구조적 대응이 있을 가능성을 가리킨다.

물리 쪽에는 반대 방향의 연구도 있다. Król과 Asselmeyer-Maluga(2025)는 양자중력의 논의로부터, 이색적인 매끄

러운 4차원 구면이 중력 순간자로 작용하며 그 결과 매끄러운 4차원 푸앵카레 추측이 부정될 것이라고 시사한다.

본 논문은 그 길을 택하지 않고, 매끄러운 4차원 푸앵카레 추측을 미해결로 다루며 확립된 결과를 구조적으로 읽는

다.

5. 결론

본 논문은 다음을 보였다.

1.  유일성 정리에 의해 4차원 초구면 질량 조각은 로 유일하게 확정된다(정리 2.1).

2. 호프 분해에 의해 모든 반지름 에 대해 밑넓이 와 올의 둘레 의 곱은 전체 공간의 부피 과 같다

(정리 3.1).

3. 에서 두 인자는 모두 수치 를 취하며, 이로써  원환 고치가 하나의 기하학적 대상, 곧 반지름 2인 3

차원 구면으로 확정된다(정리 3.3). 일치하는 반지름은 길이 단위와 함께 움직이며, 단위에 의존하지 않는 것은

부피비 이다(따름정리 3.4).

4. 이색적 와의 관계는, 확립된 기하학적 사실과 그 위에 세운 읽기를 분리한 채로 제시했다(4절).

두 번 곱한 이기 이전에, 는 반지름 2인 3차원 구면의 부피이다. 그 안에서 호프 올 구조는 밑공간과 올을 각

각 씩으로 나눈다. 그 분할이 어느 반지름에서 드러나는지는 단위가 정하며, 반지름을 두 배로 할 때 따라오는 인

자 만이 단위를 고르지 않는다.



개정 기록

제4판(2026년 9월): 서식을 현행 템플릿에 맞추었다(범위 주기를 초록 바로 뒤에 두고, 개정 기록을 앞머리에서 참고

문헌 바로 앞으로 옮기고, 끝의 “범위 진술”을 범위 주기에 모았다). 제목의 “위상학적 해명”을 “구조적 해석”으로 바

꾸었다. 1.2절에서 이색적 의 비가산성의 귀속을 바로잡았다(무한족은 곰프, 비가산성은 타우브스에 의한 것이

다). 제4절에서 관련 연구로 Król과 Asselmeyer-Maluga(2025)를 인용했다.

제3판(2026년 7월): 정리 3.3의 를 기하학적 균형의 임계 반지름으로 읽는 읽기를 삭제하고, 넓이와 길이의 차

원 차이를 3절에 적었다. 명제 4.1에서 인용한 비의 대상을 바로잡았다.

제2판(2026년 7월): 반지름 를 명시적 변수로 삼아 호프 분해를 일반형으로 다시 썼고(정리 3.1), 를 반지름 2인

3차원 구면의 부피로 확인했다(정리 3.3). 4절에서 확립된 대수적 사실과 위상적 읽기를 분리했다.
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