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要旨

並べ替えの手順は人によって違う。本稿は、違っても一つだけ変わらないものがあることを数える。新しい定

理も法則も主張しない。 第一に、同じ置換を作る手順は一通りではない。四つの巡回は長さ  で  通り、長

さ  で  通りの分け方を持つ（第2節）。 第二に、これが本稿の芯である。長さすら一通りではない。  でも
 でも作れ、長いほうが  倍も多い（第2節）。 第三に、それでも偶奇は一つに決まる。偶数の長さでは一通り

も作れない（  通り）（第2節）。 第四に、その偶奇は別の二つの数え方とも一致する。  の置換  個すべ

てで、転倒数の偶奇と、  から巡回の数を引いた値の偶奇が食い違わなかった（  件）（第3節）。 第五に、偶置

換はちょうど半分である。  個のうち  個で、割合  である（第3節）。 第六に、この一意性があるか
ら行列式が書ける。符号つきの和  と掃き出し  が差  で合う（第4節）。

キーワード：置換の符号、互換、転倒数、行列式、全数え上げ、偶奇。
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本稿の射程（射程注記）：新しい定理も法則も主張しない。置換の符号が分解の仕方によらないこと、転倒数の偶
奇と  から巡回の数を引いた値の偶奇が一致すること、交代群の位数が  であること、行列式がライプニッツ
の式で書けることは、いずれも既知である。群論を作らない。交代群の単純性や表現論には入らない。実在の並
べ替えを論じない。整列の手数や、実際の作業の段取りは主題ではない。パズルを扱わない。盤の上の駒の動か
し方は論文601 の射程である。数え上げの範囲を広げない。長さ  以上の分け方は数えていない。既刊との関
係：論文601 は  パズルの局面の半分がどう動かしても届かないことを示し、射程注記で「本稿の偶奇は駒の並
びの偶奇（置換行列の行列式の符号）」と書いて、符号そのものは使うだけにした。本稿はその席には座らず、隣
に置く。あちらは盤の形が偶奇の効きを決める。こちらは偶奇がなぜ一つに決まるかである。論文247 は「偶数
と奇数で分かれる」が一つの現象ではないことを八つに数えた。そこに行列式の符号も並んでいる。先客はそち
らである。加えたのは、同じ置換を作る分け方を長さごとに数えて  通りと  通りを出したこと、偶数の長さ
が  通りだと確かめたこと、三つの数え方の偶奇が  個すべてで一致すると確かめたこと、分離子を「長さか、
偶奇か」に置いたことである。

1. 記法と問い

設定：  個のものの並べ替えを置換と呼び、二つだけを入れ替える操作を互換と呼ぶ。どの置換も互換の積で
書けるが、書き方は一つではない。

 は巡回の数である。本稿は  で、四つの巡回  を相手にする。

問い：手順が違っても変わらないものは何か。

2. 手順も長さも一通りではない

計算 2.1：  種類の互換を並べて、長さごとに何通りの分け方が  を作るかを数えた。



長さ 分け方の数

 通り

 通り

 通り

 通り

 通り

 通り

観察 2.2

これが本稿の芯である。手順も長さも一通りではない。最短は  だが  でも作れ、  のほうが  倍も
多い。同じ場所へ行く道が一本ではないのと同じで、遠回りはいくらでもある。

観察 2.3

それでも偶数の長さは一通りも無い。 ・ ・ ・  はすべて  通りである。つまり長さは決まらないの
に、長さの偶奇は決まっている。

観察 2.4

この「決まっている」は、数えた結果である。  を見たら疑うべきだが、ここでは奇数の側に  と 

が出ているので、探し方が悪かったのではない。同じ探索が、奇数では当たり、偶数では一つも当たら
ない。

3. 三つの数え方が同じ偶奇を返す

計算 3.1：  について、三つの量を出した。



数えたもの 値 偶奇

最短の分け方の長さ 奇

転倒数 奇

 から巡回の数を引いた値 奇

計算 3.2：  の置換  個すべてで、転倒数の偶奇と、  から巡回の数を引いた値の偶奇を比べた。

数えたもの 値

置換の数  個

二つの偶奇の食い違い  件

偶置換の数  個

その割合

観察 3.3

一つも食い違わなかった。一方は大小の逆転を数え、もう一方は輪の本数を数えるだけで、途中はまっ
たく違う。だから「符号」は、どれか一つの数え方の別名ではない。

観察 3.4

偶置換はちょうど半分である。  個のうち  個で、割合は  である。互換を一つ掛ける操作
が偶と奇を一対一に取り替えるからである。

4. だから行列式が書ける

計算 4.1：  の行列で、行列式を二通りに出した。



出し方 値

符号つきの和（置換  個ぶん）

掃き出し（符号を使わない）

二つの差

二行を入れ替えたとき

観察 4.2

符号が一つに決まらなければ、この式は書けない。ライプニッツの式は置換ごとに  を掛けるので、
その  が分解の仕方で変わったら値が定まらない。第2節で数えた「偶数の長さは  通り」が、この
式の存在を支えている。

観察 4.3

二行を入れ替えると符号だけが変わる。和は  になる。行の入れ替えは一つの互換だから、
すべての置換の偶奇がいっせいに反転する。

5. 分離子

観察 5.1

分離子は、手順の長さを問うか、偶奇を問うかである。長さは遠回りで増やせるが、偶奇は何をしても
変わらない。前者は道の話、後者は行き先の属性である。

観察 5.2

論文601 の隣に置く。601 は  パズルの局面の半分が届かないことを示し、その偶奇を駒の並びの偶奇
として使った。あちらは盤の形が偶奇の効きを決める。こちらは偶奇がなぜ一つに決まるかを数える。
使う側と、支える側である。論文247 は「偶数と奇数で分かれる」を八つに数え、行列式の符号もそこ
に並べた。先客はそちらである。



観察 5.3

言わないこと。群論も、実在の並べ替えも、パズルも扱わない。示したのは、決まらないものと決まる
ものが同じ手順の中に同居しているということである。

6. 点呼と結び

1. 長さ  で  通り（計算 2.1）：最短。

2. 長さ  で  通り（計算 2.1）：  倍・本稿の芯。

3. 偶数の長さは  通り（計算 2.1）：奇数では当たる。

4. 転倒数 ・  から巡回を引いて （計算 3.1）：同じ偶奇。

5.  個で食い違い （計算 3.2）：途中はまったく違う。

6. 偶置換  個（計算 3.2）：割合 。

7. 符号つきの和 （計算 4.1）：置換  個ぶん。

8. 掃き出しも （計算 4.1）：差 。

9. 二行を入れ替えると （計算 4.1）：一つの互換。

10. 長さか、偶奇か（観察 5.1）：分離子・論文601・247。

結び：手順は一通りに決まらないのに、偶奇だけは一通りに決まる。四つの巡回を二つずつの入れ替えの積で
作る分け方は、長さ  で  通り、長さ  で  通りあり、長いほうが  倍も多い。遠回りがいくらでもでき
るからである。ところが偶数の長さでは一通りも作れず、その偶奇は転倒数の偶奇とも、  から巡回の数を引
いた値の偶奇とも一致して、  の置換  個すべてで食い違わない。一方は大小の逆転を数え、もう一方は
輪の本数を数えるだけで、途中を共有していないからである。この一意性があるから行列式が書け、符号つき
の和  と掃き出し  が差  で合う。既刊との位置：論文601 が偶奇を使っ
た側に立つのに対し、本稿はそれを支える側に隣として立ち、論文247 が並べた八つの分かれの一つを開いた。
正直に言えば、数えたのは  と長さ  までで、それより大きい場合は数えていない。
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