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From thinking to syncing.

要旨

「この並べ方は速い」と言うとき、何と比べているのかがずれていることがある。本稿は、下界がどこから来

るのかを数える。新しい定理も法則も主張しない。 第一に、下界は答えの通り数の対数である。  では

、切り上げて  回である（第2節）。 第二に、実際の手順はそれに近づく。二分挿入とマージ
は  でどちらも最悪  回、下界との差は  回しかない（第2節）。 第三に、手順によっては遠い。挿入ソ

ートは最悪  回で、下界の  倍である（第2節）。 第四に、平均も下界を割らない。二分挿入の平均は

 回で、  を上回る（第2節）。 第五に、これが本稿の芯である。ある入力なら下界を割

れる。すでに並んだ  個を挿入ソートに入れると  回で済み、下界  を大きく下回る（第3節）。 第六に、分
離子は、ある入力での回数を問うか、どの入力でも足りる回数を問うかである。下界が守っているのは後者だ

けである（第4節）。 キーワード：比較ソート、下界、決定木、最悪と平均、全数え上げ、模型。
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本稿の射程（射程注記）：新しい定理も法則も主張しない。比較による整列の下界が  であること（決定木
の葉が  個要ること）、マージソートと二分挿入ソートがその桁に収まること、平均についても同じ下界が立つ
ことは、いずれも既知である。実装の速さを論じない。記憶の読み書き、定数倍、並列化は主題ではない。数え
るのは比べた回数だけである。最適な回数を主張しない。各  で必要な最小の比較回数そのものは本稿が求めた
ものではない。数えたのは三つの手順の実測である。比較しない整列を扱わない。計数ソートや基数ソートのよ
うに、値そのものを使う方法には入らない。大きさを一般化しない。  以上は数えていない。既刊との関
係：論文759 は、同じ回数だけ比べても遅い記憶を読む回数は木の分岐で決まることを示した。本稿はその隣に
置く。あちらは比べた回数が同じでも費用が違うことを示し、こちらは比べた回数そのものの底を数える。論文
300 は同根か別根かが判定できることを示した。ある入力での回数と、どの入力でも足りる回数は、その基準で
別根である。加えたのは、三つの手順を  から  まで全順列で流して最悪と平均を並べたこと、下界との差
が  で  回しかないと測ったこと、並んだ入力なら  回で済むことを測って下界の向きを言い直したこと、
分離子を「ある入力か、どの入力でもか」に置いたことである。

1. 記法と問い

設定：  個のものを、二つずつ比べることだけで小さい順に並べる。比べた回数だけを数える。

一回の比べは答えを高々半分に絞るので、  通りを一つに絞るにはこれだけ要る。右辺には入力の中身が一切
入っていない。

問い：この下界は、何についての下界なのか。

2. 下界と、実際の回数

計算 2.1：  から  まで、全順列を三つの手順に流して比べた回数を数えた。

答えの通り数 比べる回数の下界



切り上げ 挿入（最悪） 二分挿入（最悪） マージ（最悪）

観察 2.2

どの手順も下界を割らなかった。最悪の回数は五つの大きさすべてで切り上げた下界以上である。一回
の比べが答えを半分にしか絞れない以上、これは避けられない。

観察 2.3

近い手順と、遠い手順がある。  で二分挿入とマージは  回、下界  との差は  回しかないの
に、挿入ソートは  回で  倍である。同じ下界の下で、手順の良し悪しがそのまま出る。

計算 2.4：平均も数えた。

挿入（平均） 二分挿入（平均） マージ（平均）

観察 2.5

平均も下界を割らない。  の二分挿入の平均は  で、  を上回る。答えを絞る量は平
均でも同じだけ要るからである。



3. ある入力なら、下界を割れる

計算 3.1：すでに小さい順に並んだものを挿入ソートに入れた。

比べた回数 切り上げた下界

観察 3.2

これが本稿の芯である。下界を割った。  個で  回、下界  の半分以下である。矛盾ではない。下界
は「どの入力でも足りる回数」についての話で、ある入力での回数についてではないからである。

観察 3.3

同じ手順が、最悪  回で最良  回である。  倍の開きがある。「速い」と言うときは、どの入力につい
てかを付けなければ意味が決まらない。

観察 3.4

下界は入力を見ていない。  に入るのは  だけで、値も並び方も入らない。だから「こういう入
力なら速い」は、この式に何の影響も与えない。

4. 分離子

観察 4.1

分離子は、ある入力での回数を問うか、どの入力でも足りる回数を問うかである。前者はいくらでも小
さくできるが、後者は  より下げられない。二つは同じ「回数」という語で呼ばれるが、別の量
である。



観察 4.2

論文759 の隣に置く。759 は、同じ回数だけ比べても遅い記憶を読む回数は木の分岐で決まることを示
した。あちらは比べた回数が同じでも費用が違うことを数え、こちらは比べた回数そのものの底を数え
る。上と下の両側から同じ量を挟んでいる。論文300 は同根か別根かが判定できることを示した。ある
入力での回数と、どの入力でも足りる回数は、その基準で別根である。

観察 4.3

言わないこと。実装の速さも、各  で必要な最小の回数も、比較しない整列も扱わない。示したのは、
下界が入力ではなく答えの通り数から来るということである。

5. 点呼と結び

1. 下界は （第1節）：入力が入らない。

2.  で （計算 2.1）：切り上げて 。

3. 二分挿入とマージは最悪 （計算 2.1）：差は  回。

4. 挿入は最悪 （計算 2.1）：下界の  倍。

5. 二分挿入の平均は （計算 2.4）：平均も割らない。

6. 並んだ  個なら  回（計算 3.1）：本稿の芯。

7. 下界  の半分以下（計算 3.1）：矛盾ではない。

8. 同じ手順で  回と  回（観察 3.3）：  倍の開き。

9. 式に入るのは  だけ（観察 3.4）：値も並びも入らない。

10. ある入力か、どの入力でもか（観察 4.1）：分離子・論文759・300。

結び：比べる回数の下界は、入力ではなく答えの通り数で決まる。  の下界は 、切り上げ
て  回で、二分挿入とマージはどちらも最悪  回とそこに  回まで近づき、挿入ソートは  回とその 

倍かかる。一回の比べが答えを高々半分にしか絞れないからである。ところがすでに並んだ  個を挿入ソート
に入れると  回で済み、下界  の半分以下になる。下界は「どの入力でも足りる回数」についての話で、ある
入力での回数についてではないからである。同じ手順が最悪  回・最良  回と  倍も開くので、「速い」と言
うときはどの入力についてかを付けなければ意味が決まらない。既刊との位置：論文759 が「同じ回数でも費
用が違う」を数えた隣に、回数そのものの底を数えて置き、論文300 の規律で二つの「回数」を別根として扱っ



た。正直に言えば、数えたのは  までの三つの手順で、各  で必要な最小の回数そのものは求めていな
い。
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