
並べ方の数は、辺の本数でも、比べられる組の数でも決まらない
— 点  個の有向非巡回グラフで、矢印に逆らわない並べ方（トポロジカルソートの答え）は、辺が無

ければ  通り、一本道なら  通りである — 分離子は、辺の本数を数えるか、辺が残す答えの通り

数を数えるか — [論文869]

山岸 勇輝 (Yuuki YAMAGISHI)

Yamagishi Complexity Torus Lab, Japan｜山岸勇輝ラボ
2026年9月

YOI: https://www.yamagishiyuuki.com/yoi/869

From thinking to syncing.

要旨

順序の制約が多いほど並べ方は減る、と思いやすい。本稿は、点  個の有向非巡回グラフを全部数え、並べ方

の数が制約の本数では決まらないことを数える。新しい定理も法則も主張しない。 第一に、並べ方の数は両端

では決まっている。辺が無ければ  通り、一本道なら  通りで、どちらも数え上げと一致した（第2節）。 第
二に、これが本稿の芯である。同じ辺の本数でも、並べ方の数は大きく散らばる。辺  本のグラフ  個で、

並べ方は  通りから  通りまで、  通りの値をとる（第2節）。 第三に、比べられる組の数で揃えても決まら

ない。推移で決まる組まで数えて  組に揃えても、並べ方は  通りから  通りまで、  倍動く（第3

節）。 第四に、推移で決まる辺は並べ方を減らさない。一本道  に辺  を足しても  通り
のまま、辺の本数だけが増える（第3節）。 第五に、並べ方の数は二通りに数えて一致した。置ける点を一つず

つ足す数え方と、  通りの並べ替えを全部試す数え方が、無作為に選んだ  個で一致した（第2節）。 第六

に、分離子は、辺の本数を数えるか、辺が残す答えの通り数を数えるかである。残りを比べて決める回数の下
界は （並べ方の数）で、辺  本でも  から  まで動く（第4節）。 キーワード：トポロジカルソー

ト、有向非巡回グラフ、線形拡大、推移閉包、比べる回数の下界。
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本稿の射程（射程注記）：新しい定理も法則も主張しない。有向非巡回グラフに矢印に逆らわない並べ方が在るこ
と、その数（線形拡大の数）、推移で決まる辺が順序を変えないことは、いずれも既知である。算法の速さを論じ
ない。並べ方の数を速く数える方法や、その難しさには入らない。実在の工程を扱わない。作業の段取りや講義
の履修順は主題ではない。大きさを一般化しない。点  個以上は数えていない。向きを番号の小さい側から大き
い側に揃えたグラフだけを数えた。既刊との関係：論文843 は、比べる回数の下界が入力ではなく答えの通り数
で決まることを示した。本稿はその隣に置く。あちらは答えの通り数を  として数えた。ここでは途中まで順序
が分かったとき、残る答えの通り数が辺の本数では決まらないことを数える。加えたのは、  個のグラフの
並べ方を全部数えたこと、辺  本で  通りの値に散らばると測ったこと、比べられる組の数で揃えても

 倍動くと測ったこと、分離子を「辺の本数か、残る答えの通り数か」に置いたことである。

1. 記法と問い

設定：点  の上に、番号の小さい点から大きい点へ向かう辺を好きなだけ引く。こうしてできる
 個のグラフはどれも有向非巡回グラフである。並べ方の数  は、どの辺  についても  が

 より前に来る並べ方の個数である。

並べ方の数は、すでに置いた点の集合を状態にして、前に置くべき点がすべて置かれた点を一つずつ足して数
えた。比べられる組の数は、推移で決まる組まで含めた数（推移閉包の辺の数）である。

問い：辺の本数が同じなら、並べ方の数も同じくらいか。

2. 辺の本数ごとに数える

計算 2.1：辺の本数ごとに、並べ方の数の最小・最大・異なる値の個数を数えた。

比べる回数の下界



辺 グラフ 最小 最大 異なる値

観察 2.2

これが本稿の芯である。同じ辺の本数でも、並べ方の数は大きく散らばる。辺  本では、一本道なら 

通り、一つの点から残り五つへ辺を出せば  通りで、そのあいだに  通りの値がある。辺  本から
辺  本まで、どの本数でも最小は  通りだった。辺を足すことで並べ方が決まり切るかどうかは、本
数ではなく辺の置き方による。

観察 2.3

並べ方の数は二通りに数えて一致した。点を一つずつ足す数え方と、  通りの並べ替えを全部試す数
え方を、無作為に選んだ  個で比べた。すべて一致した。辺が無いとき  通り、一本道のとき  通
りも確かめた。

3. 比べられる組の数で揃える

計算 3.1：推移で決まる組まで数えた「比べられる組」の数ごとに、並べ方の数を数えた。



比べられる組 最小 最大 異なる値

観察 3.2

比べられる組の数で揃えても、並べ方の数は決まらない。組を  に揃えても  通りから  通りまで、
 倍動く。辺の本数よりは散らばりが小さいが、同じ数の組を知っていても、どの組を知ってい

るかで残る並べ方は違う。

観察 3.3

推移で決まる辺は並べ方を減らさない。一本道  に辺  を足しても  通り
のままだった。辺の本数は  から  に増えるが、新しい順序は何も加わっていない。辺の本数が並べ方
を決めない理由の一つである。

4. 分離子

観察 4.1

分離子は、辺の本数を数えるか、辺が残す答えの通り数を数えるかである。並べ方の数は、辺を知った
あとに残る答えの通り数である。残りを比べて並べ終えるのに要る回数の下界は （並べ方の数）
で、辺が無いとき 、辺  本では  から  まで動く。何本の辺を知ったかでは、あと何
回比べればよいかは決まらない。



観察 4.2

論文843 の隣に置く。843 は、比べる回数の下界が入力ではなく答えの通り数で決まることを示した。
あちらの答えの通り数は  だった。ここでは途中まで順序が分かったときに残る答えの通り数を数
え、それが辺の本数でも比べられる組の数でも決まらないことを示した。

観察 4.3

言わないこと。並べ方の数を速く数える方法も、実在の工程表も、点  個以上も扱わない。示したの
は、並べ方の数が辺の本数では決まらないということである。

5. 点呼と結び

1. 並べ方の数 （第1節）：矢印に逆らわない並べ方。

2. 辺が無ければ  通り（計算 2.1）： 。

3. 一本道なら  通り（計算 2.1）：決まり切る。

4. 辺  本で  から  通り（計算 2.1）：本稿の芯。

5. 辺  本で  通りの値（計算 2.1）：散らばり。

6. 組  で  倍（計算 3.1）：揃えても決まらない。

7. 推移で決まる辺は変えない（観察 3.3）：  通りのまま。

8. 二通りの数え方が一致（観察 2.3）：  個。

9. 下界は  から （観察 4.1）：辺  本。

10. 辺の本数か、残る答えの通り数か（観察 4.1）：分離子・論文843。

結び：並べ方の数は、辺の本数でも、比べられる組の数でも決まらない。点  個の有向非巡回グラフで、辺が
 本のものだけでも並べ方は  通りから  通りまで  通りの値をとる。一本道のように順序を決め切る置き
方と、一つの点からだけ出す置き方とで、残る並べ方がまるで違うからである。推移で決まる組まで数えて 

組に揃えても  通りから  通りまで  倍動き、推移で決まる辺を足しても並べ方は減らない。残りを
比べる回数の下界 （並べ方の数）は、辺  本で  から  まで動く。既刊との位置：論文843 の「下
界は答えの通り数で決まる」の隣に、途中まで順序が分かったときの答えの通り数を置いた。正直に言えば、
数えたのは点  個、向きを番号順に揃えたグラフだけである。



参考文献

1. Knuth, D. E. (1997). The Art of Computer Programming, Volume 1: Fundamental Algorithms (3rd ed.). Addison-Wesley.

2. Stanley, R. P. (2011). Enumerative Combinatorics, Volume 1 (2nd ed.). Cambridge University Press.

3. 山岸勇輝 (2026). 『比べる回数の下界は、入力ではなく答えの通り数で決まる』[論文843]. YOI:

https://www.yamagishiyuuki.com/yoi/843

From thinking to syncing.

山岸 勇輝 (Yuuki YAMAGISHI)

© 2026 Yamagishi Complexity Torus Lab, Japan · Licensed under Creative Commons Attribution 4.0 International (CC BY 4.0)

— —


