
節が二つか三つかで、満たせるかどうかの崖の位置が変わり、崖の近く
で解く手間の伸び方も変わる
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要旨

節の長さが  か  かは、小さな違いに見える。本稿は、無作為な論理式で満たせる割合と解く手間を測り、そ

の違いが崖の位置と手間の伸び方の二つに出ることを数える。新しい定理も法則も主張しない。 第一に、二つ

の解き方は正しい。2-SAT を含意グラフで解いた  問と、3-SAT を分岐で解いた  問は、全部の割り当て
を試した答えと一致した（第2節）。 第二に、2-SAT の崖は  が  から  のあいだで鋭くなる。  で満

たせる割合は、変数  個の  から  個の  へ落ち、  では ・ ・  とゆっくり下

がる（第2節）。 第三に、3-SAT の崖はもっと右にある。変数  個で、  に 、  に 、  に

、  に  である（第2節）。 第四に、これが本稿の芯である。崖の近くで解く手間の伸び方が違う。
同じ分岐の解き方で変数を  個から  個に倍にすると、平均の分岐は 3-SAT で  倍、2-SAT で

 倍になる（第3節）。 第五に、2-SAT の手間は変数に比例するより遅く、3-SAT は速く伸びる。2-SAT

は変数を  倍にして分岐が  倍、3-SAT は  倍にして  倍である（第3節）。 第六に、分離子
は、満たせる割合を見るか、解くのに要る分岐の数を見るかである。どちらにも崖はあるが、崖の上で手間が

跳ね上がるのは節が三つのときである（第4節）。 キーワード：充足可能性問題、2-SAT、3-SAT、含意グラフ、

分岐、崖。
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本稿の射程（射程注記）：新しい定理も法則も主張しない。2-SAT が含意グラフの強連結成分で手早く解けるこ
と、3-SAT が一般には難しい問題とされること、無作為な論理式で満たせる割合が節の比のある値の近くで崩れ
ることは、いずれも既知である。計算量の理論に入らない。P と NP の関係や、難しさの証明には入らない。崖の
位置の理論値を主張しない。測ったのは変数  個まで（3-SAT は  個まで）の小さい式の割合で、変数を増や
したときの極限の位置は述べない。速い解き方を論じない。分岐の解き方は手間を数えるための道具で、よい解
き方を比べていない。既刊との関係：論文348 は、同じグラフで繋ぐのは安く、並べるのは高いことを示した。
本稿はその隣に置く。あちらは同じグラフの上の二つの問いで手間が分かれた。ここでは同じ形の論理式で、節
の文字が二つか三つかだけで手間の伸び方が分かれる。加えたのは、二つの解き方を全部の割り当てと突き合わ
せたこと、変数の数を変えて崖の鋭くなり方を測ったこと、同じ分岐の解き方で変数を倍にしたときの手間

 倍と  倍を測ったこと、分離子を「満たせる割合か、分岐の数か」に置いたことである。

1. 記法と問い

設定：変数  個、節  個の論理式を無作為に作る。一つの節は  個の異なる変数を選び、それぞれを否定する
かどうかを半々で決め、「または」でつなぐ。式は節を「かつ」でつなぐ。

2-SAT は含意グラフの強連結成分で、3-SAT は一つの文字しか残らない節を先に決めてから多く出る変数で分
ける方法（分岐）で解いた。手間は、分ける方法が呼ばれた回数（分岐の数）で数えた。

問い：節の文字が二つか三つかで、何が変わるのか。

2. 満たせる割合の崖

計算 2.1：2-SAT を各  問解き、満たせる割合を出した。

変数

計算 2.2：3-SAT を各  問解き、満たせる割合と分岐の数の中央値（かっこ内）を出した。



変数

（ ） （ ） （ ） （ ） （ ）

（ ） （ ） （ ） （ ） （ ）

（ ） （ ） （ ） （ ） （ ）

観察 2.3

崖の位置は、節の文字の数で大きく違う。2-SAT は  が  から  のあいだで崩れ、変数が増えるほど
崖が鋭くなる。3-SAT は変数  個で  に 、  に  と、  を超えたところで崩れる。2-

SAT を含意グラフで解いた  問と、3-SAT を分岐で解いた  問は、全部の割り当てを試した答えと
一致した。

3. 崖の近くで解く手間

計算 3.1：同じ分岐の解き方で、崖の近く（3-SAT は 、2-SAT は ）の分岐の数を、変数の数を
変えて各  問で数えた。

式 変数 分岐の数（中央値・平均）

3-SAT ・

3-SAT ・

3-SAT ・

3-SAT ・

2-SAT ・

2-SAT ・

2-SAT ・

2-SAT ・



観察 3.2

これが本稿の芯である。崖の近くで解く手間の伸び方が違う。変数を  個から  個に倍にすると、平
均の分岐は 3-SAT で  倍、2-SAT で  倍になる。2-SAT は倍にするごとに ・

・  倍で、変数を  倍にして  倍と、変数に比例するより遅い。3-SAT は変数
を  倍にして  倍と、比例するより速い。

4. 分離子

観察 4.1

分離子は、満たせる割合を見るか、解くのに要る分岐の数を見るかである。満たせる割合だけを見れ
ば、2-SAT にも 3-SAT にも崖がある。分岐の数を見ると、崖の上で手間が変数より速く伸びるのは節の
文字が三つのときである。二つのときは、一つの文字を決めると残りが次々に決まり、分ける場面が少
ない。

観察 4.2

論文348 の隣に置く。348 は、同じグラフで繋ぐのは安く、並べるのは高いことを示した。あちらは同
じグラフの上の二つの問いで手間が分かれた。ここでは同じ形の論理式で、節の文字の数が二つか三つ
かだけで、崖の位置と手間の伸び方が分かれた。

観察 4.3

言わないこと。P と NP の関係も、変数を限りなく増やしたときの崖の位置も、よい解き方の比較も扱
わない。示したのは、節の文字が二つか三つかで、崖の位置と崖の近くの手間の伸び方の両方が変わる
ということである。

5. 点呼と結び

1. 節の比 （第1節）：崖を測る横軸。

2. 二つの解き方は正しい（観察 2.3）：  問と  問。

3. 2-SAT の  で  から （計算 2.1）：崖が鋭くなる。



4. 2-SAT の  で （計算 2.1）：変数  個。

5. 3-SAT の  で （計算 2.2）：崖はもっと右。

6. 3-SAT の分岐  倍（観察 3.2）：本稿の芯。

7. 2-SAT の分岐  倍（観察 3.2）：変数を倍にして。

8. 2-SAT は  倍で  倍（観察 3.2）：比例より遅い。

9. 3-SAT は  倍で  倍（観察 3.2）：比例より速い。

10. 満たせる割合か、分岐の数か（観察 4.1）：分離子・論文348。

結び：節が二つか三つかで、満たせるかどうかの崖の位置が変わり、崖の近くで解く手間の伸び方も変わる。
2-SAT の満たせる割合は  が  から  のあいだで崩れ、  で変数  個の  から  個の  へ
落ちる。3-SAT は  を超えたところで崩れる。節の文字が多いほど、一つの節を満たす道が多く、同じ数の節
では崩れにくいからである。同じ分岐の解き方で変数を  個から  個に倍にすると、崖の近くの平均の分岐
は 3-SAT で  倍、2-SAT で  倍になる。二つのときは一つを決めると残りが次々に決まるが、
三つのときは分ける場面が残る。既刊との位置：論文348 の「同じグラフで繋ぐのは安く、並べるのは高い」
の隣に、同じ形の論理式で節の文字の数だけが手間を分けることを置いた。正直に言えば、式は小さく、崖の
極限の位置も、よい解き方での手間も述べていない。
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