
運動エネルギーの  は冪  の逆数で、光の  と転がる輪の  は別の根
から来る

— 運動エネルギーを運動量と速さの積で割った比は、位相速度を群速度で割った比に等しく、エネル

ギーが運動量の何乗かの逆数になる — 分離子は、割った運動量が正準運動量か、並進の運動量か —
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From thinking to syncing.

要旨

論文18 は  で運動エネルギーを  と書いた。このとき運動量と速さの積は  で、運動エネルギー

はそのちょうど半分である。本稿は、運動エネルギーを運動量と速さの積で割った比が何を数えているかを、

冪の分散・三つの波・相対論の粒子・転がる物で数え、比が  になる二つの場合の出どころを分ける。新しい
定理も法則も主張しない。 第一に、比は位相速度を群速度で割った比で、エネルギーが運動量の何乗かの逆数

である——エネルギーを運動量の  乗に取ると、 ・ ・ ・ ・  で比は ・ ・ ・ ・

 で、逆数と位相速度÷群速度に差  以内で合った（第2節）。 第二に、遅い物質波は 

、光は 、深い水の波は  である——三つの波数で差  以内だった。  の物質波では運動エネ
ルギーは速さの二乗の  倍（ ）で、深い水の波の  は論文515 が確かめた位相速度と群速度の比で

ある（第2節）。 第三に、速さを上げると、比は  で  から  へ動く——  の粒子で  な

ら 、  なら  で、エネルギーの運動量に対する冪は （  で
）だった。運動の部分のハミルトニアンとラグランジアンの比はちょうど  で、遅い極限で二つが

等しいことが  の出どころである（第3節）。 第四に、これが本稿の芯である。転がる輪の  は、光の  とは

別の根から来る——並進の運動量で割ると輪は  だが、正準運動量で割ると五つの形とも 

で、並進の運動量に対するエネルギーの冪は五つとも  のままだった。  の輪の運動エネルギー
は速さの二乗の  倍（ ）で、正準運動量は速さの  倍（ ）である（第4節）。 第五に、

分離子は、割った運動量が正準運動量か、並進の運動量かである——正準運動量で割れば比は冪の逆数で、光

の  はエネルギーが運動量の一乗になったことから来る。並進の運動量で割ると、回転に回ったエネルギーの
分だけ比が上がり、輪の  はそこから来る（第5節）。 キーワード：運動エネルギー、位相速度、群速度、正準

運動量、ルジャンドル変換、転がる剛体。
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本稿の射程（射程注記）：新しい定理も法則も主張しない——同次関数についてのオイラーの定理、位相速度と群
速度の区別（ブリユアン）、ルジャンドル変換で運動量と速さの積がハミルトニアンとラグランジアンの和になる
こと、相対論のエネルギーと運動量の関係、転がる剛体の運動エネルギーは、いずれも標準的である。転がる輪
が光と同じだとは言わない——比が同じ  になることを示し、その出どころが別であることを数える。静止エネ
ルギーを含めた位相速度に入らない——ここでの位相速度は運動エネルギーを運動量で割った値で、静止エネル
ギーを含めた比は  として印字するだけにする。量子力学を主張しない——物質波の分散は、比を数えるため
の模型として使う。転がりの摩擦とすべりを扱わない——すべらずに転がる理想の剛体だけを扱う。質量が立体
角だとは言わない——  は単位の選択であり、論文60 第2版のとおり、選んだ  と立体角の  は別のも
のである。既刊との関係：論文18 は、  で運動エネルギーを  と書いた——ここでは、その  が運動
量と速さの積  の半分であり、半分になるのはエネルギーが運動量の二乗だからだと数える。論文12 は、

 で  を球の表面積の形  として読んだ——ここでは、転がる輪の運動エネルギーが同じ形の
 になることを、正準運動量  から見直す。論文210 は、「光の速さ」を名乗る量が四つあることを示した

——ここでは位相速度と群速度の比を、運動エネルギーと運動量と速さの比として数える。論文515 は、深い水
の波で位相速度が群速度のちょうど  倍であることを三つの波数で確かめた——ここではその  を、エネルギー
が運動量の  乗であることの逆数として並べる。論文507 は、ルジャンドル変換の接点を示した——ここでは
運動量と速さの積がハミルトニアンとラグランジアンの和であることを使い、遅い自由粒子で二つが等しいこと
を  の出どころとして数える。論文240 は、「質量」が七つあり、何に対する抵抗として測るかで分かれること
を示した——ここでは、割る運動量が正準運動量か並進の運動量かで、転がる輪の比が  にも  にもなること
を示す。加えたのは、運動エネルギーを運動量と速さの積で割った比を位相速度÷群速度と冪の逆数として数えた
こと、相対論で比が 、冪が  になることを示したこと、運動の部分のハミルトニアンとラグラン
ジアンの比が  で、  の出どころがそれらの一致であることを数えたこと、転がる輪の  が正準運動量で割れ
ば  に戻ることを五つの形で示したこと、分離子を「正準運動量か、並進の運動量か」に置いたことである。

1. 記法と問い

設定：運動エネルギー  を運動量  の関数とし、速さ（群速度）を 、位相速度を  とする。調
べる比は次の  である。

 ならオイラーの定理  から  で、比は位相速度を群速度で割った値でもある。ル
ジャンドル変換では、運動量と速さの積はハミルトニアン  とラグランジアン  の和である。

遅い自由粒子では  なので 、すなわち  である。  なら 、
、  となる。検算では微分を中心差分で取り、転がる物では並進の運動量  と正準運動量



 の両方で割った。

問い：運動エネルギーの  は何を数えているか。比が  になる光と転がる輪は、同じ理由で  になるのか。

2. 冪の分散と、三つの波

計算 2.1： （ ・ ）の比。

位相速度 群速度 位相÷群

比と 、比と位相÷群の差は、五つの  で最大  だった。

計算 2.2：三つの波（ ・波数 ）。遅い物質波は （ ）、光は （ ）、深い
水の波は 。

波 位相速度 群速度 位相÷群

遅い物質波

光

深い水の波

・  でも比は同じで、三つの波数での差は最大  だった。  の物質波で運動エネルギーを
群速度の二乗で割ると （ ）である。



観察 2.3

比は位相速度を群速度で割った値で、エネルギーが運動量の何乗かの逆数である。遅い物質波はエネル
ギーが運動量の二乗なので 、光は一乗なので 、深い水の波は  乗なので ——論文515 が確かめ
た深い水の波の  は、この並びの一つである。

3. 速さを上げる

設定： ・  の粒子の運動エネルギーを、桁落ちしない形で運動量の関数として書く。

計算 3.1：  を動かした比と冪（  は静止エネルギーを含めたエネルギー）。

比と 、群速度  と  の差は最大 、閉じた形  と  との差は  と
 だった。静止エネルギーを含めた比  は  に合った。

計算 3.2：静止エネルギーを引いた運動の部分 ・ 。運動 運動



六つの  で  は  以内で成り立ち、遅い自由粒子（ ・ ）では
 だった。

観察 3.3

速さを上げると、比は  で  から  へ連続に動く。運動の部分のハミルトニアンとラグラン
ジアンの比がちょうど  なので、比は  になる——遅い極限で二つが等しいこ
とが  の出どころで、光の  は冪が  に下がり切ったところにある。

4. 転がる輪

設定：質量 ・半径  の物が、すべらずに速さ  で転がる。慣性モーメントを  とすると、次のよう
になる。

計算 4.1：  の五つの形。

形 並進の運動量に対する冪

滑るだけ

中身の詰まった球

円板

薄い球殻

輪

運動 運動 運動 運動

運動 運動

並進

並進



並進の運動量でエネルギーを微分して速さで割ると、五つの形で ・ ・ ・ ・
（ ）で、速さにならなかった。

観察 4.2

転がる輪の  は、冪の  ではない。並進の運動量で割ると比は  で輪は  になるが、エ
ネルギーは並進の運動量の二乗のままで冪は  である——並進の運動量でエネルギーを微分し
ても速さにならないので、比は冪の逆数にならない。正準運動量で割ると、五つの形とも  に
戻る。  の輪は  で、正準運動量は  倍の  である。

5. 分離子

観察 5.1

分離子は、割った運動量が正準運動量か、並進の運動量かである。正準運動量で割れば、比はエネルギ
ーが運動量の何乗かの逆数で、位相速度を群速度で割った値に等しい——光の  は冪が  になったか
ら、深い水の波の  は冪が  だから、遅い物の  は冪が  だからである。並進の運動量で割ると、
回転に回ったエネルギーの分だけ比が上がり、輪の  はそこから来る。

観察 5.2

言わないこと。転がる輪が光と同じであること、静止エネルギーを含めた位相速度、量子力学、転がり
の摩擦とすべり、質量が立体角であることは扱わない——示したのは、運動エネルギーを運動量と速さ
の積で割った比が冪の逆数であり、同じ  に二つの別の出どころがあることである。

6. 点呼と結び

1. （第1節）：位相速度÷群速度。

2. 五つの  で差 （計算 2.1）：冪の逆数。

3. 物質波 ・光 ・深い水の波 （計算 2.2）：論文515。

4. （計算 2.2）：論文18 の 。

5.  で （計算 3.1）： 。

6. （計算 3.2）：  の出どころ。運動 運動



7. 輪は 、正準運動量で （計算 4.1）：本稿の芯。

8. 正準運動量 （観察 4.2）： 。

9. 正準か、並進か（観察 5.1）：分離子・論文18・12・210・515・507・240。

結び：運動エネルギーの  は冪  の逆数で、光の  と転がる輪の  は別の根から来る。運動エネルギーを運
動量と速さの積で割った比は位相速度を群速度で割った比に等しく、エネルギーが運動量の何乗かの逆数で、
遅い物質波は 、光は 、深い水の波は  だった——速さを上げると比は  で  から  へ動き、

 で  だった。運動の部分のハミルトニアンとラグランジアンの比が  で、遅い極限で等しい
ことが  の出どころである。転がる輪は並進の運動量で割ると  になるが、正準運動量で割ると五つの形と
も  に戻り、エネルギーの冪は  のままだった——分離子は、割った運動量が正準運動量か、並進の運動量
かである。既刊との位置——論文18 の  を運動量と速さの積  の半分として読み、論文12 の  と同
じ形になる転がる輪の  を正準運動量  から見直し、論文515 の  を冪の逆数の並びに置いた。正直に言
えば——転がる輪が光と同じだとは言わない。同じ  という数に、二つの別の出どころがある、そこまでであ
る。
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