
曲げの硬さで倍音は整数倍より高くなり、同じ高さの弦では太いほどず
れる

— 張力だけで戻る理想の弦の倍音は整数倍だが、曲げの硬さが加わると番号の大きい音ほど高くず

れ、その係数は同じ高さなら直径の二乗で増える —分離子は、弦を戻す力を張力だけで数えるか、曲

げの硬さも数えるか — [論文942]
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From thinking to syncing.

要旨

理想の弦は張力だけで元に戻るので、倍音の振動数は基音のちょうど整数倍になる。本稿は、鋼の弦に曲げの

硬さを入れた倍音の式で、整数倍からのずれをセントで数え、同じ高さに合わせた太さの違う二本で比べ、式

を差分の固有値で確かめる。新しい定理も法則も主張しない。 第一に、曲げの硬さがあると、番号の大きい音
ほど整数倍より高くずれる。長さ  m・直径  mm の鋼の弦を  Hz に合わせると、ずれの係数は

 で、 ・ ・ ・  の音は整数倍より ・ ・ ・  セント高か

った（第2節）。 第二に、同じ高さに合わせると、細い弦はずれが小さい。直径  mm では

 で、  の音のずれは  セントだった。係数の比は  で、直径の二乗
に比例した（第2節）。 第三に、同じ高さの太い弦は、張力も大きい。直径  mm の張力は  N、

mm は  N だった。太さを増すと、曲げの硬さは張力より速く増える（第2節）。 第四に、式は差分の固

有値と合った。両端を支えた弦を  点の差分にして固有値を解くと、 ・ ・ ・ ・  の振動数は式と
相対差が一万分の一未満で合い、  では  Hz 対  Hz だった（第3節）。 第五に、分離子

は、弦を戻す力を張力だけで数えるか、曲げの硬さも数えるかである。張力だけなら波の速さは振動数に依ら

ず、倍音は整数倍に並ぶ。曲げの硬さは短い波ほど強く戻すので、番号の大きい音ほど高くなる（第4節）。 キ

ーワード：非調和性、曲げ剛性、弦の振動、倍音、セント、ヤング率。

— —

https://www.yamagishiyuuki.com/yoi/942


本稿の射程（射程注記）：新しい定理も法則も主張しない。曲げの硬さを持つ弦の倍音の式、その係数が直径の四
乗に比例し張力と長さの二乗に反比例すること、ピアノなどで倍音が整数倍より高くなる非調和性（インハーモ
ニシティ）は、いずれも既知である。置いた値である。長さ  m と鋼の密度  kg/m³ は論文857 と同じ
で、高さ  Hz とヤング率  GPa は本稿で置いた値である。張力はどの楽器の弦にも対応しない。楽器と調
律を扱わない。巻き弦、実在のピアノやギター、倍音のずれに合わせて音程を広げる調律、音色の聞こえ方は扱
わない。端の条件を限る。両端は回転が自由な支え方とし、駒や響板の動きは入れない。既刊との関係：論文857

の射程注記は、曲げの硬さを入れず、弦の曲げ剛性で倍音が理想からずれることは扱わないと書いた。本稿はそ
の席に座る（先客なし）。論文466 の射程注記も、楽器を論じず、調律の実務、インハーモニシティ、可変音律は
主題ではないと書いた。本稿はそのうちインハーモニシティの席に座り、調律の実務には入らない。論文299

は、弦の倍音は整数比で、円形の膜は無理数比になることを示した。ここでは、その弦の整数比が曲げの硬さで
どれだけ崩れるかを数える。加えたのは、二つの太さでずれの係数とセントを出したこと、同じ高さで係数が直
径の二乗に比例することを数で確かめたこと、式を差分の固有値と突き合わせたこと、分離子を「弦を戻す力を
張力だけで数えるか、曲げの硬さも数えるか」に置いたことである。

1. 記法と問い

設定：長さ 、直径 、密度 、ヤング率  の円い弦を張力  で張る。線密度は 、断面二次モーメ
ントは  である。両端を回転が自由な形で支えると、  番目の音の振動数は次の式になる。

同じ  に合わせると  なので、

となり、係数は直径の二乗に比例する。整数倍からのずれは、実際の一番目の音  の  倍に対して
 セントで数える。置いた値は  m、  kg/m³（論文857 と同じ）、

 GPa、  Hz である。

問い：曲げの硬さは倍音をどれだけ整数倍からずらし、そのずれは弦の太さでどう変わるか。

2. 二つの太さのずれ

計算 2.1：  Hz に合わせた二本の弦。



直径 線密度 kg/m 張力 N （セント）

 mm

 mm

係数の比（  mm ÷  mm）は  だった。

観察 2.2

番号の大きい音ほど高くずれ、同じ高さなら太い弦ほどずれる。直径  mm の弦では、  の
 セントが  で  セントまで増えた。同じ  Hz に合わせた  mm の弦では 

で  セントで、係数は直径の二乗のとおり  倍違った。太い弦は張力も  N と大
きく、細い弦との比は  だったが、曲げの硬さ  の比は  で、張力の増え方を上回っ
た。

3. 差分の固有値で確かめる

計算 3.1：直径  mm の弦を  点の差分にし、  の固有値を解いた。

差分の固有値 Hz 式 Hz 相対差

観察 3.2

式は、弦の運動方程式を直接解いた固有値と合った。五つの番号で相対差は  未満だった。番号が
大きいほど相対差は大きかった。刻みを変えた比べ方はしていない。



4. 分離子

観察 4.1

分離子は、弦を戻す力を張力だけで数えるか、曲げの硬さも数えるかである。張力だけで戻る弦では、
波の速さが振動数に依らず、倍音は整数倍に並ぶ。曲げの硬さは弦の曲がりの急さで戻す力を足すの
で、式の  のとおり番号の大きい音ほど効く。  では直径  mm で  セント、  mm

で  セントだった。

観察 4.2

言わないこと。巻き弦、実在の楽器、ずれに合わせて音程を広げる調律、駒や響板の動き、音色として
の聞こえ方は扱わない。示したのは、置いた値の鋼の弦で、曲げの硬さが倍音を整数倍より高くずら
し、同じ高さなら係数が直径の二乗で増えることである。

5. 点呼と結び

1. 倍音の式と係数 （第1節）：同じ高さなら直径の二乗。

2. 直径  mm で  が  セント（計算 2.1）：番号の大きい音ほどずれる。

3. 直径  mm で  セント・係数の比 （計算 2.1）：細いほど小さい。

4. 差分の固有値と式（計算 3.1）：相対差  未満。

5. 張力だけか、曲げの硬さもか（観察 4.1）：分離子・論文857 と論文466 の射程注記・論文299。

結び：曲げの硬さで倍音は整数倍より高くなり、同じ高さの弦では太いほどずれる。長さ  m の鋼の弦を
 Hz に合わせると、直径  mm では  の音が整数倍より  セント高く、直径  mm では

 セント高かった。ずれの係数の比は  で、直径の二乗に比例した。式は差分の固有値と一万分
の一未満の相対差で合った。分離子は、弦を戻す力を張力だけで数えるか、曲げの硬さも数えるかである。既
刊との位置：論文299 が示した弦の整数比が、論文857 と論文466 が脇に置いた曲げの硬さでどれだけ崩れるか
を数えた。正直に言えば、実在の楽器の音や調律のしかたは言わない。置いた値の弦で、ずれの大きさと太さ
による違いを数えた、そこまでである。
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