
胴の板と空洞の二つの共鳴は、どう板を合わせても、空気だけをばねに
した板の高さより近づかない

— 二つの共鳴の高さの差は、板のばねだけの高さとヘルムホルツの高さの差と、空気だけをばねにし

た板の高さを二辺とする斜辺になる —分離子は、板の高さに空洞の空気のばねを含めて数えるか、含

めずに数えるか — [論文962]
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要旨

穴の開いた胴の空洞は一つの高さで響く（論文888）が、実際の胴では壁の板も動き、空洞の空気を介して首の

空気と結びつく。本稿は、論文888 の空洞（体積  m³・穴の半径  m）の壁の一部を、面積  m²・質

量  kg の板（置いた値）がピストンのように動く形にし、板のばねを動かして、結びついた二つの共鳴の高
さがどこまで近づくかを数える。新しい定理も法則も主張しない。 第一に、二つの共鳴は、元の二つの高さの

外側に押し離される。板を動かなくすると論文888 の  Hz に戻る。板を動かすと、七つの板のどれ

でも低い共鳴はヘルムホルツと穴をふさいだ板の高さの小さいほうより低く、高い共鳴は大きいほうより高か

った（第2節）。 第二に、二つの高さの差は、直角三角形の斜辺になる。板のばねだけの高さ（空気なし）を 

とすると、差は  とヘルムホルツの高さの差、空気だけをばねにした板の高さ  Hz を二辺とする斜

辺で、七つの板で  Hz 以内で一致した（第2節）。 第三に、最も近づいても差は空気だけをばねにした板の

高さである。式を使わずに板のばねを探すと、差の最小は  Hz で、そのときの  は  Hz

とヘルムホルツにそろっていた。板の質量を ・  kg にすると最小の差は ・  Hz だった

（第3節）。 第四に、穴をふさいだ板の高さをそろえても最も近づくわけではない。穴をふさいで空気のばねを

含めた板の高さをヘルムホルツにそろえると、二つの共鳴は ・  Hz で差  Hz、

最小の  倍だった。最小のときの穴をふさいだ板の高さは  Hz だった（第3節）。 第五に、
分離子は、板の高さに空洞の空気のばねを含めて数えるか、含めずに数えるかである。含めずに数えた高さを

そろえると差は最小になり、含めて数えた高さをそろえると最小より大きい。二つの数え方の違いがちょうど

空気だけをばねにした板の高さで、それが最小の差になった（第4節）。 キーワード：ヘルムホルツ共鳴、結合
振動、共鳴胴、空気のばね、固有振動数、楽器の胴。
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本稿の射程（射程注記）：新しい定理も法則も主張しない。楽器の胴の低い音域を、空洞の空気と板の二つの振動
子を結んだ模型で表すこと、結びついた二つの共鳴が元の高さの外側に押し離されること、二つの高さの積と二
乗の和が元の値で決まることは、いずれも振動と楽器の音響で知られている。板を一つの形で動く板と置く。板
はピストンのように一様に動くとし、板の曲げの形、いくつもの振動の形、板と空気の間の損失、音の放射は入
れない。置いた値である。空洞は論文888 と同じ（音速  m/s・空気の密度  kg/m³・体積  m³・穴の半
径  m・板の厚さ  m・首の補正は半径の  倍）で、板の面積  m² と質量  kg は本稿で置いた。ど
の楽器の胴にも対応しない。音色を扱わない。どちらの共鳴がどれだけ鳴るか、聞こえ方、実際のギターや太鼓
の値は扱わない。既刊との関係：論文888 の射程注記は、板の振動を入れず、胴の板が振動して空洞と結びつく
こと、壁で音が吸われることは入れないと書いた。本稿はそのうち板が振動して空洞と結びつく席に座る（先客
なし）。論文888 は、穴の開いた空洞の響く高さが長さで決まる管の共鳴とは違い、体積と穴の比で決まり、形に
依らないことを示した。ここでは、その空洞の壁が動くとき、響く高さが二つに分かれてどこまで近づけるかを
数える。加えたのは、板を結んだ二つの共鳴を七つの板で出したこと、二つの高さの差が斜辺になることを確か
めたこと、式を使わずに差の最小を探したこと、穴をふさいだ板の高さをそろえたときと比べたこと、分離子を
「空気のばねを含めて数えるか、含めずに数えるか」に置いたことである。

1. 記法と問い

設定：論文888 の空洞（音速  m/s・空気の密度  kg/m³・体積  m³・穴の半径  m・
板の厚さ  m・首の長さに半径の  倍を足す）で、首の空気の質量は  kg、空洞の
ばねの係数は  Pa/m³ である。首の空気の外向きの変位を （穴の面積 ）、壁の
板の外向きの変位を （面積  m²・質量  kg・板のばね ）とすると、空洞の圧力は

 で、

である。角振動数で （ヘルムホルツ）、 （板のばねだけ・空気なし）、
（空気だけをばねにした板）、 （穴をふさいだ板）と置くと、結びついた二つの角振動数は

を満たす。検算では固有値を数値で出してこれらと突き合わせた。

問い：板のばねをどう選んでも、二つの共鳴の高さはどこまで近づけるか。

2. 二つの共鳴と、その差

計算 2.1：ヘルムホルツは  Hz、空気だけをばねにした板は  Hz。板のばねだけ
の高さ  を七通りに置いた二つの共鳴。



（Hz） （Hz） 低い共鳴 高い共鳴 差 斜辺

斜辺は 。七つの板で、差は斜辺と  Hz 以内、二つの共鳴の積は  と相対  以内で
一致し（  Hz で  と ）、低い共鳴は  と  の小さいほうより低く、高い共鳴
は大きいほうより高かった。板のばねを  N/m にすると低い共鳴は  Hz だった。

観察 2.2

二つの共鳴は押し離され、その差は斜辺になる。差は  がヘルムホルツにそろった行で最も小さく、
離れた行ほど大きかった。  Hz で差  Hz、  Hz で  Hz だった。  が
ヘルムホルツにそろった行で、差は  と同じ  Hz だった。

3. 最も近づく板

計算 3.1：式を使わず、  を  から  Hz の間で黄金分割（  回）で探して、数値の固有値の差を最小にし
た。

そろえた高さ 二つの共鳴（Hz） 差（Hz） 最小に対する比

差が最小（  Hz・  Hz） ・

穴をふさいだ板 ・

探した最小の差は  と  Hz 以内、そのときの  は  と  Hz 以内だった。板の質量を ・  kg に
して  と置くと、差は ・  Hz で、それぞれの （ ・  Hz）と 



Hz 以内だった。

観察 3.2

二つの共鳴は、空気だけをばねにした板の高さより近づかない。最も近づくのは、空気を含めない板の
高さ  をヘルムホルツにそろえたときである。穴をふさいだ板の高さ  をそろえると、差は

 Hz で最小の  倍だった。板を軽くすると  が上がり、最小の差も  kg で
 Hz に広がった。

4. 分離子

観察 4.1

分離子は、板の高さに空洞の空気のばねを含めて数えるか、含めずに数えるかである。含めずに数えた
 をヘルムホルツにそろえると、差は最小の  Hz になった。含めて数えた  をそろえると

 Hz だった。二つの数え方の二乗の差  が空気だけをばねにした板の  で、その  が
最小の差になった。

観察 4.2

言わないこと。板の曲げの形、いくつもの振動の形、損失と放射、どちらの共鳴がどれだけ鳴るか、実
際の楽器の値は扱わない。示したのは、ピストンのように動く板を論文888 の空洞に結んだ模型で、二
つの共鳴の差が斜辺になり、空気だけをばねにした板の高さより近づかないことである。

5. 点呼と結び

1. 二つの角振動数の和・積・差（第1節）：差は斜辺。

2. 七つの板で差と斜辺が  Hz 以内（計算 2.1）：押し離される。

3. 最小の差  Hz（計算 3.1）：空気だけをばねにした板の高さ。

4. 穴をふさいだ板をそろえると  倍（計算 3.1）：最小ではない。

5. 質量 ・  kg で ・  Hz（計算 3.1）：最小の差も 。

6. 空気のばねを含めるか、含めないか（観察 4.1）：分離子・論文888 の射程注記。



結び：胴の板と空洞の二つの共鳴は、どう板を合わせても、空気だけをばねにした板の高さより近づかない。
論文888 の  Hz の空洞に、面積  m²・質量  kg の板を結ぶと、二つの共鳴の差は板のばねだけ
の高さとヘルムホルツの差、空気だけをばねにした板の高さ  Hz を二辺とする斜辺になった。差の最
小は  Hz で、空気を含めない板の高さをヘルムホルツにそろえたときだった。穴をふさいだ板の高さ
をそろえると差は  Hz だった。分離子は、板の高さに空洞の空気のばねを含めて数えるか、含めずに
数えるかである。既刊との位置：論文888 が板を動かさずに数えた空洞の響く高さに、論文888 が入れなかった
板の振動を結んだ。正直に言えば、実際の胴の板は曲がり、いくつもの形で振動する。ピストンのように動く
一枚の板で、二つの共鳴がどこまで近づけるか、そこまでである。
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